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CUADERNILLO DE EJERCICIOS DE CALCULO INTEGRAL

Unidad 1: Teorema fundamental del célculo.

1.1 Medicién aproximada de figuras amorfas, notacion sumatoria y Sumas de Riemann.

Ya se han definido las sumas de Riemann que para una particion dada en un intervalo

[a,b] nos llevan a una suma que en el limite corresponde con el nimero:

= lim > f(c)Ax,
HPH—>O+ o1

Esta seleccion se muestra en la siguiente figura.

(ck,f(cx))

f(x)

/
/

/

Xo=a X; X3 X3 Xz Xg * ° °* Xn-1 Xn=D

b
| = j f (x)dx
Por su importancia el namero | se representa por a

hasta b”.

y se lee “integral de f de x desde a

j{ f (x)dx

El nimero definido como Integral definida entre a 'y b y escrito como 2 , 8sun

namero real asociado al area bajo la curva, sin embargo integral y rea no son exactamente lo



mismo; la integral resulta ser una herramienta para calcular el &rea bajo la curva, pero existe de

manera independiente como objeto abstracto.

Sin embargo decir que el nimero | est& asociado al &rea bajo una curva, no implica que

sean lo mismo, de otra forma seria redundar en concepto ¢En qué consiste esa diferencia?

Sea una funcion f continua en el intervalo [a,b] y una particion P arbitraria del intervalo
en n intervalos limitados por los puntos a=xg, X1, X2, X3, ..., Xn-1, Xa=b con la Unica condicion de
que: a=Xo< X1< Xo< X3< ...< Xp-1< Xo=D, asi al conjunto P={xo, X1, X2, X3, ..., Xn-1, Xn } l0 llamamos

particion de [a,b].

P define n subintervalos cerrados determinados por [Xo, X1],[ X1, X2,], [ Xn-1, Xn], €n el

que la longitud de cada subintervalo serda % =X« =%

para los valores adecuados de
k=1,2,3,....,n. Sien cada subintervalo se selecciona un punto cx y se construye un rectangulo con

f(c)ax,

el intervalo como base y de altura f(ck), se tendra que el area del rectangulo sera Esta
seleccion se muestra en la siguiente figura.
(ck,f(cx))
f(x) T —
/1
|
|
/ |
|
/ l
7 |
|
|
|
|
|
1 I
|
|
Xo=a Xl (2 X 3 X4 X5 o o o Xn-1 Xn=Db
f(c)Ax,

Como se tienen n rectangulos, se suman todas las areas, si f(ck)<O el producto

S, = Z f(c,)AX,

<0; incluyendo esta consideracién se suman todos los productos obteniendo: k=L



Esta suma que depende de P y de las selecciones de los c, la denominamos Suma de Riemann
parafen[a,b].

Si definimos la norma de una particién P, como la longitud del intervalo mas largo de la
particion y se escribe ||P||.

Resuelva los siguientes ejercicios:

2

j (x% —1)dx
1. Aproxima mediante sumas el valor de 1
2. Calcula el valor de In9 aproximadamente.

du 1. ,u
'[ —— = —tan~ —+cC _
a +u a a aproxima el valor de 7.

3. Empleando

1
I(1+ 2x —3x% + x¥)dx
4. Calcule 1

jsen22xcos 2xdx
5. Calcule ©

©odx
e—Zx

6. Calcule 01~
7. Calcule el promedio de f(x) = sen(x) en f0,z]. En que lugar se presenta ese promedio

8. Calcule el promedio de g(x) = (x-1)?, en el intervalo [1,4].

Calcula el diferencial de las siguientes funciones:

f(x)=3x+1



10. T(X)=/x*+x-1

11. T (X) =3xsenx

2 F00=

13. F(X)=xe™?

3
14, Encuentre el diferencial df de la funcién en términos de x: f(u)=u”+sen(2+3u)

si se sabe que U(X) =3XCOS X

15, Calcule una aproximacion lineal alrededor del punto dado x = 3, para la funcion:

f (x) =5x° cos(x — 1)

Cx+Ax2+1

16. Para la funcion f(X) = T tomando x = -1y 4x = 0.001, calcular:

a) El cambio exacto de la funcion para el valor de x dado si se tiene el incremento Ax.

b) EIl cambio de la funcion empleando diferenciales.

c) Elerror que se genera entre en calculo exacto y el encontrado empleando
diferenciales.

17. Un cono circular recto tiene radio en su base de 5 cm y altura de 12 cm. ;Cuanto crece
aproximadamente su volumen si su generatriz crece 1%?

18. Una lata de aluminio para bebidas gaseosas mide 2.54 cm de radio y 17.3 cm de alto,
mientras el espesor de la lamina con que esta hecha es de 0.74 mm. Si simultaneamente
se provocara un error maximo en radio, altura y espesor del k% en cada magnitud:

a) ¢Cuanto varia en porcentaje el peso de la lata?

b) ¢Cuanto varia en porcentaje la cantidad de lAmina empleada para construir la lata?



c) ¢Cuénto varia en porcentaje el volumen que puede contener la lata?

d) En cada caso ¢(Qué magnitud al variar resulta la mas critica: la altura, el radio o el
espesor de la lata?

e) ¢Que valor tiene maximo puede tener k si ninguna de las magnitudes mencionadas en

los incisos a, b y ¢, debe de modificar su valor mas de un 1.5%?

1.2 Definicién de integral definida.

Definicion: La integral definida de una funcién en un intervalo [a,b] es el nimero I que

n

I = lim > f(c)Ax,

satisface la siguiente condicion: PI=0+ia , para cualesquier eleccion de nimeros ck

b
= f(x)dx
en las subdivisiones de la particion. El nimero | se representa por a

de f de x desde a hasta b”.

y se lee “integral

Cuando la seleccion de los cx de cada intervalo corresponde con el maximo en el
intervalo, se dice que se tiene una Suma superior de Riemann y se representa por Up porque
depende la paricion. De igual forma, si la seleccidn se hace sobre los minimos de cada
subintervalo, se obtendra una Suma inferior de Riemann, escrita Lp. En el limite se tendra que:

b
lim Up = lim L, = [ f(x)dx

[P0+ [P0+

U, <) f(c)Ax <L
Debido a que en general k=1 . Una funcién para la que el limite existe

se dice que es Riemann integrable o cominmente “integrable” en [a,b].

1.3 Teorema de existencia y propiedades de la integral definida.

El concepto de Integral definida tiene infinidad de aplicaciones y todas ellas asociadas a la

modelacion de procesos de acumulacion, jde diferenciales!

Muchas de las propiedades del nimero denominado parten de las cualidades de las areas

por ser nimeros con una relacion muy estrecha, por ejemplo:



b)

d)

¢Cudl serd el &rea entre un punto y el eje x? ¢Es posible trazar al menos un rectangulo
“bajo” el punto? Una consecuencia importante de este analisis es que si una funcion
tiene discontinuidades salvables la integral existe. ¢;Qué diferencia existe en calcular
una integral en (a,b) 6 en [a,b]?

El recorrido de la curva al calcular la integral se hizo de a hacia b. ¢Cambiara el
resultado si el recorrido se hace en sentido contrario? ¢Cudl seria el signo de las bases

de los rectangulos? ;Qué signo tendra la suma final?

Si tienes que resolver la integral desde a hasta b, es posible que la puedas resolver:
¢Partiéndola en dos en el punto c, una desde a hasta c y otra desde c hasta b? ;Y luego

sumando los resultados? ¢Es necesario que c esté entre a 'y b?

Si has calculado la integral para f(x) entre a y b. Y ahora es necesario calcular la
integral de 5f(x) ¢Seré suficiente multiplicar por 5 la integral previamente obtenida?

¢Es correcto este resultado para cualquier valor constante k sin importar su signo?

Si has calculado previamente las integrales de f(x) y de g(x) en el intervalo [a,b] y
decides sumarlas después. ¢Sera lo mismo haber calculado la integral de [f(x) + g(X)]

en el mismo intervalo? ¢Es valido también si decides restarlas en lugar de sumarlas?

Relaciona la expresion que identifica cada afirmacion previa

b b

a)....' kf (x)dx = k j f (x)dx
b)...[[f (x) = g(x)Hix = j f (x)dx ij g(x)dx

a

c)..f f(x)=0

a

d)...i f (x)dx :—j f (x)dx

[<}]

e)...jl f (x)dx = j f (x)dx + i f (x)dx



1.4 Funcién primitiva.

Resuelva los siguientes ejercicios:

2
(1 « j
19. Encuentre la antiderivada de X .

1

20. Encuentre la antiderivada de 2\/; .

a-x7

21. Resuelva la integral indefinida X\&

.\/5X —1dx

[ 2xsen(3x? +1)dx

22. Resolver

23. Resolver *

r Senx

- adx
24. Resolver 1—-3cos x

[ 3x%sec?(4x® - 5)dx

25. Resuelva

10



¥ 4
2x3e* dx
27. Resuelva: ¢

¢ 3
JX 4+ ——— |dx
28. Resuelva: \&

J- Xadx

2
29. Resuelva: 3x° -1

[ x(x? —1)%dx

30. Resuelva;

(=2 3
31. Resuelva: | 9X” COS(X” +2)dX .

+ COSX

32. Resuelva: 7dX_
Suelv 2 —5senx

1.5 Teorema fundamental del célculo.

b
F(c) = blj f (X)dx
Si f(x) es continua en [a,b], entonces existe ¢ en [a,b] tal que —as :

Teorema del VValor Medio para Integrales

En tus estudios previos se te asigno siempre un promedio, dicho promedio se calcul6

sumando las calificaciones y finalmente dividiendo entre el nimero de ellas.

En general cuando los datos estas repetidos puedes modificar el calculo y ahora hacerlo

asi:

NG

— i=1
p="%
=1

N

2N

11



en donde c; corresponde con cada una de las calificaciones y n; el nimero de veces que se
repite cada calificacion. Entonces N es el numero de calificaciones diferentes que se presentan y
obviamente p serd el promedio. La suma del denominador no seré otra cosa que el namero de

materias ¢0 no?

Esta expresion cominmente se denomina promedio ponderado y la diferencia serd ahora

que los n; son ahora nimeros reales y no enteros de manera obligatoria.

33. Veamos ahora una figura conocida y reescribamos la expresion previa tomando en cuenta

la notacion de la figura:

/-
X
[
|
fi (X)I
[
|
[
\
>
a di b

4,1, ()
p=17_
2 d

a) ¢Qué significado le darias ahora a esta expresién? Claro que también es un promedio

b) ¢Pero que encuentras como resultado?
Observa que la suma del denominador no es otra cosa que la distancia entre by a

c) ¢Por qué?, por lo que ahora la expresion se puede simplificar asi:

1 N
= = >df,
p b—a|:1 I I(X)

12



d) Pero ¢Qué pasard ahora si el nimero de rectangulos crece mientras el tamafio de sus bases

disminuye?

Claro jno le hagamos al cuento! Aunque se escribi6 de otro modo si N crece sin limite, la

sumatoria no es otra cosa que el &rea bajo la curva... 0 sea que:

1 b
= | f(x)dx
p b_a£ (%)

Donde p sigue siendo un promedio... ve asi la expresion:

p(b—a)= _T f (x)dx

¢ Te ayuda mas?

P

e) ¢Qué area es obtenida por la integral?
f) ¢Qué area tiene el rectangulo que se trazé?
g) ¢Qué identifica la igualdad de la expresion entre el rectangulo y la integral?

h) ¢Por qué p sigue identificando un promedio?

13



i) ¢Existe algun valor de f(x) = p? ;De manera general es Gnico o pueden existir varios?

j) ¢Como debe de ser el &rea que no tomo en cuenta el rectdngulo, respecto de la que tomo y

no estaba bajo la curva?

El razonamiento seguido arroja el teorema conocido como “Teorema del valor medio para

integrales”:

Recuerda un viaje que hayas realizado en autobls o automdévil, en cada instante y cada
punto del recorrido el velocimetro indicaba la velocidad instantanea. ¢Cual fue el velocidad
promedio del recorrido, si sabes que se recorrieron 80 Km. en un tiempo de 1.2 h?

En este caso sabes que la distancia recorrida (s) esta en funcion de la velocidad y el
tiempo empleados s = v t 0 de manera diferencial ds = s’(z)dt de donde:

s=[s'(t)dt

O ey —

Como el automdvil ya se encarg6 de integrar por ti... (Por qué? Tienes que s =80 Km y

por el teorema del valor medio:

T
v="1]sdt= " fm
T 12

=66.66——
h

No se busco complicar las cosas, en realidad es algo que ya sabias, pero sirvié para mostrar que
las integrales se ocultan a nuestra vista y jque no tienes que resolverlas muchas veces! Sino saber
que estan ahi y que la naturaleza se encarg6 de hacerlo por ti. (Lo malo es que no siempre lo

hace... por ejemplo en el siguiente caso).

Se define por el SIMA,

http://sima.com.mx/tlmsn_valle_de _mexico/imeca_frames/frames_zce.htm para el Ozono: un

promedio horario maximo de 216 pg/m® (0.11 PPM), equivalentes a 100 puntos IMECA.

e ;Qué se puede decir del comportamiento promedio de la concentracion de Ozono el dia

de ayer en la zona centro de la ciudad de México?

14


http://sima.com.mx/t1msn_valle_de_mexico/imeca_frames/frames_zce.htm
http://sima.com.mx/t1msn_valle_de_mexico/quees_imeca.htm#PPM
http://sima.com.mx/t1msn_valle_de_mexico/quees_imeca.htm

O también:

e (Cuadl fue la temperatura promedio el dia de ayer en tu ciudad? ....puedes generar lo

datos para hoy y calcularlo mafiana ....

Resuelva los siguientes ejercicios:

5

34. Resuelva: j(5 +3x) dx

0

1

Iexdx
35. Aproximar la integral ° mediante sumas.
36. Calcular el valor medio de la funcién f(x)= €* en el intervalo [0,2].

2 2

e’ dx

37. Aproximar la integral 1 mediante sumas.

38. Aproximar la integral mediante sumas.

IS

(L+ sen®x)dx

BN —y

39. Calcular el valor medio de la funcién y = ax® en el intervalo [a,b].

5/2 XdX

[,
40. Resuelve o1+ X

3

J.x/1+ e dx

41. Mediante sumas aproximar la integral 1

1.5 6

x> X
J7- 6
42. Aproximar la integral © mediante sumas.
f0=,"
43. Calcular el valor medio de la funcion 1+2e” enelintervalo [2,4].

2 dx

X

44, Aproximar la integral 1 mediante sumas.

15



45. Calcular el valor medio de f(x) = tanx en el intervalo [0,7/4].
46. Una particula se mueve en linea recta y tiene la aceleracion dada por: a)= 6t+4, su
desplazamiento inicial es: sp=9 cm, su velocidad inicial vo = — 6 cm/ seg determinar su

posicion a los 5 segundos.

2 In xdx

X

47. Aproximar la integral 1 mediante sumas.

48. Calcular el valor medio de la funcién y = x3, en el intervalo [-1,1].

2 2
xe* dx
49. Resuelve 1

50. Calcular el valor medio de f(x) = xcosx en el intervalo /0, =].

f(x)= 1
51. Calcular el valor medio de X=Len el intervalo [2,5].

Teorema fundamental del Calculo

Parte 1:

F(x) :I f (t)dt

Si f es continua en [a,b], entonces tiene una derivada en cada punto de

d X
F'(X) = ( j f (t)dtJ = f(x)
[ab] y ox\a .

Parte 2:
Si f es una funcién continua en [a,b], y F(x) es una antiderivada cualquiera de f(x),
b
j f (x)dx = F(b) - F(a)
entonces @

Antes de que el propio Newton inventara el Célculo como tal, ya muchos otros
pensadores habian desarrollado muchas de las tareas basicas del Calculo. Desde tiempo de los

griegos el problema de célculo de areas de figuras de formas irregulares acaparo la atencién para

16



los agrimensores y desde luego para los propios matematicos de su tiempo.  Asi el concepto de
Integral es realmente antiguo, al igual que el de derivada como razon de cambio; por lo que la
importancia en la historia respecto del Calculo radica en la conexién de dos procesos disimbolos
en apariencia como son la derivacién y la integracion y probar que estos son procesos

mutuamente inversos.

Al definir la antiderivada y emplear el mismo simbolo para la integral definida ya se
orienta la direccion hacia el mismo rumbo, pero falta el elemento formal que permita

comprobarlo, a esto se le llama Teorema Fundamental del Céalculo, veamoslo en accion:

52. Considera la figura siguiente:

A f(x)

AN

En la figura se observa un area delimitada por la funcion f(x), el eje x y las rectas
verticales a y x, por la definicion de la integral esta area depende de donde se coloque la recta X,

y por tanto si se llama F(x) a esa area bajo la curva se tendra:

F(x) = j f(t)dt

Ademas si se considera un pequefio incremento también se tendra:

X+ AX

F(X+ AX) = jf(t)dt

La diferencia entre estas dos areas es el pequefio rectangulo:

17



F(X+ Ax) — F(X)
AX

f(X)AX ~ F(X+AX) — F(X) = f(X) ~

. F(X+Ax)—F(x ,
f(x)=lim ( ) ():>f(x)=F(x)
Ax—0 AX
La dltima expresion corresponde con el Teorema Fundamental del Célculo:
a) Exprésalo con tus propias palabras.

Este teorema tiene una segunda parte muy importante, considera:
b
j f(X)dx ~ f(X)AX + f (6C)AX, +...+ F()AX,
a

Para alguna X" en la base de cada rectangulo considerado para aproximar la integral. Pero
precisamente de la discusion previa se tiene que:
F(x+AX) - F(

f(X)~ A y f(X)AX=F(Xx+Ax)—F

Por lo que considerando los extremos de cada pequefio intervalo como

a=X T A
0’X1’ 2100 -1 sustituyendo resulta:

_T f (x)dx =F (x,) = F (X)) + F(X,) = F(x) +...+ F(x,_) = F(X,_,) + F(X,) — F(X

T f(X)dx=—-F(x,)+F(x,) =F()-F(a)

Como F(x) es una antiderivada de f(x)... el proceso de integrar de manera definida se

convierte en un proceso de antiderivacion y evaluacion.
b) Enuncia este teorema como lo has entendido.
c) ¢Para que crees que sea til?

18



d) ¢Por qué crees que a pesar de que la integral es un limite en la Gltima expresion ya no

se indico éste?

Los procesos del limite son esenciales para poder conformar interpretaciones adecuadas
de fendmenos acumulativos o simplemente de variacion, por lo que descubrir en un proceso
como se dan los incrementos y después llevar al limite esas propuestas, son una fuente inagotable

de interpretaciones de la integral y por tanto de su aplicacion.

Cuando estas resolviendo una integral definida, de acuerdo al Teorema Fundamental

resulta:
f f(x)dx = F(x)_ = F(b) - F(a)

Esta sustitucion sefialada en el Teorema debe de atenderse con cuidado en el proceso de
cambios de variables, ya que los limites superior e inferior de la integral son x = ay x = b. Por
eso debes de tener cuidado de que la expresion de la antiderivada encontrada jsea una funcion de

x!

Por ejemplo esta integral tiene el siguiente resultado:

I 3x cos x2dx 3 5

=— +
(5+senx’)®>  2(5+senx?)

Si se desea evaluarla desde x = 0 hasta X = \%, se tendréa:

' 3xc0s x2dX 3 . 3 3

\2 2 - + =0
- (5+senx”) 2(5+senx”) 2(5) 2(5)

. . , o _ 2
Sin embargo en cierto momento del proceso se llego a esta situacion con U = S+ senx”

T 3xc0os x2dx 3"

= (5+ senx®)? T 2u,

e) ¢Es esto correcto? ¢Aqui ya se puede evaluar la antiderivada?

19



En efecto la expresion es incorrecta ya que los limites de evaluacion esté definidos para x

y en la expresion de la derecha jla variable es u!,
f) ¢que se debe de hacer para que esto sea correcto?

En lo general si al resolver una ecuacion originalmente planteada en x se tiene que

cambiar de variable ocurre esto:

x=b u=g(b) du g(b)
[ fodx= [ f(u) “dx= [ f(u)du
x-a a@ X g

En donde u = g(x) es el cambio de variable efectuado. —A esto se le llama teorema del

cambio de variable— De donde verificando la integral ejemplo se tendra que:
u=g(x)=5+senx’ = g(a) = g(0) =5+sen(0) =5,g(b) = g(-/z) =5+senz =5
Por lo que la integral en este caso queda de manera correcta asi (para algin valor de n):

T 3xc0os x2dX

-[ (5 + senx®)?

0

3%,
=2£u du=0

Sin necesidad de resolverla por que sabemos que cuando los limites de la integral son

idénticos...

g) ¢Qué ocurre?
h) En ocasiones g(a) o g(b) no existe, por lo que se podrian sustituir por sus limites
laterales correspondientes ¢En que situaciones crees que pueda ocurrir esto? Traza un

diagrama que ejemplifique tu afirmacion.

i) A veces no vale la pena encontrar g(a) y g(b) si vuelves a la variable original y luego

evallas, pero anota esto adecuadamente en tus expresiones.

J) (Qué haces si te encuentras situaciones que den lugar a integrales “impropias”, es

0

decir uno o ambos limites crecen indefinidamente escrito asi: I f (X)dX
a
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Sin problema resuelve asi:

M 5w

M
lim j f (x)dx = lim [F(x)]"
M —>w
a
iEs lo mismo! Nada mas cuida los limites laterales necesarios.
k) Como ejemplo, que pasara si tienes:
5
J‘ dx
5
2 (X=2)
iEl infinito anda oculto! Revuélvela.

1.6 Integrales Impropias.

53. ¢Problemas en los limites de la integral? A veces las integrales nos imponen situaciones
en las que los limites de integracion no estan muy claros, observa por ejemplo la siguiente

gréfica:

—1.04

|[v = 1six-21~2 =l

204 comienzo del arco [
final del arco |4
subintervalos  |1000
area = 2301.51883
cerar
=401

-3.01

4
dx
Fig. 1: Area calculada por Winplot equivalente a la integral I

% (x=2)°

a) ¢Estéa calculada el area bajo la curva de manera correcta?

b) ¢Es esa, el area limitada por las rectas x = -1, x =4, y = 0 y la funcion?

21



c) ¢Qué esta ocurriendo en x = 2?

Tf(x)dx:o

a

54. ;Cuanto vale el area bajo un solo punto?

X—3

55. Sea la funcion f(x) = 3

. x-3 .
, traza su grafica y calcula J'ﬁdx. ¢Que tiene que ver
d X —

>

esta integral con la pregunta anterior?

56. Sea ahora f(x)=

5
, traza su grafica y calcula I dx. ¢Se puede aplicar el
0

1
x-3

1
\x—3

a
mismo criterio que en el caso previo, es decir se aplica la propiedad j f(x)dx=07? ;Por
a

qué si o por qué no?

En los siguientes ejercicios calcula y afirma si las integrales planteadas convergen o divergen:

0 ;x<-1 B
57.Si f(x)=4x ~1<x<l , [f(x)dx
0 ;x>1 -

1
58. [e"dx
59. Partiendo del hecho que e es una funcién par: Ie‘x‘dx

t 1
60. | —dx
I

61. ]iéjx
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Unidad 2: Integral indefinida y métodos de integracion.

2.1 Definicién de integral indefinida.

Encontrar una antiderivada es un proceso ordenado en el cual lo méas importante es

verificar que todos los elementos de la estructura estén presentes e identificar cual sera la

eleccion mas adecuada de u, para eso se te sugiere el siguiente esquema:

a)
b)

d)

9)

Detecta si existen simplificaciones algebraicas que generen un integrando mas simple.

Si existen sumas o restas como expresion central separa el integrando en varias integrales.
Recuerda s6lo sumas y restas. Si hay alguna constante multiplicando a todo el integrando

“escribela fuera de la integral”.

Analiza la estructura del integrando y busca en los teoremas aquel que mas se le parezca.

Si tiene cocientes busca cocientes, si tiene radicales buscas radicales, etc.

No te dejes apantallar por la aparente complejidad, seleccionado una u adecuada, pueden
ocurrir simplificaciones importantes. Selecciona la parte del integrando que consideras es

“u, n, a” o cualquier otra componente que la estructura requiera.

El paso mas delicado es probar que “du” estd completo, puedes adivinarlo en muchos

casos, pero se cuidadoso aqui es donde la mayoria se resbala...  Si seleccionaste una

expresion g(x) como u, como normalmente la integral por resolver tiene dx, derivala y
du du

—=0'(x)..dx=—
tendras 9X 9'(x) |

Sustituye la g(x) elegida por u, y dx por la expresion obtenida, simplifica lo que resulte
necesario y escribe fuera de la integral las constantes que multipliquen a todo el
integrando... la integral obtenida en este punto debe ser exactamente igual a la de tu “tabla
de integrales” excepto por las constantes que estan fuera. Si no es asi no elegiste
adecuadamente a u, o la “formula” no es la adecuada y tendrds que seleccionar

nuevamente. A veces el proceso es de prueba y error mientras se adquiere experiencia.

Si las estructuras fueron iguales en el paso previo, la integral estd resuelta asi que

simplemente escribe el resultado.

23



h)

d)

9)

h)

Ahora regresa el resultado a las variables originales, sustituyendo las u que encuentres por
la g(x) seleccionada, simplifica si es necesario y no olvides colocar la “constante de

integracion”.
Verifica la secuencia con el siguiente ejemplo:

3xcos x?dx
(5 + senx®)?

Resolver:

Aparentemente no hay simplificaciones.

X cos x2dx

2\2
Hay una constante que multiplica a todo el integrando, se saca: = (O + S€Nx’)

Es un cociente pero el cuadrado del denominador invita a rescribir asi:

SI (5 + senx®)? xcos x*dx . . : n
y aqui se podrad considerar una forma u'... vayamos por ese

rumbo.

. . 2
Si u” es la estructura elegida n=-2, y U =5+ senx"

du ) du
— =2XCOS X" ..dX=——
Derivando dX 2XCOS X
Sustituyendo todo lo encontrado se tiene:
_ 3¢
3](5+ senx®)?xcos x°dx = 3ju”xcos X = Iu du
2XCosX® 2 C
expresion es idéntica —salvo las constantes—.
§ un+l B § u—2+1 B 3u—l B _i
Asique el resultado es 2N+ 2(=2+1) -2 2u
3 _ 3 J-3xcosx2dx o 3 e
Finalmente 24 2(5+senx®) y "6+ senx?)®  2(5+ senx?) que es el

resultado encontrado con éxito.
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2.2 Propiedades de integrales indefinidas y célculo de integrales indefinidas.

Resuelva los siguientes ejercicios:

J' X+1

62. Resuelva: * X*+4x+3

J- 2X—3

63. Resuelva: ~ (X=1)°

J- Xx—1 dx
NEY NS
64. Resuelva: = X (x+1)

65. Resuelva: J' x3*dx

66. Resuelva: J' +/1+ cos? xsen2x cos 2xdx

67. Resuelva:

J‘Xx/X —

68. Resuelva: J.seni&dx

69. Resuelva: J.l[x 1) dx
8\ x+1

dx

70. Resuelva: I(senx+cosxf

2.3.2 Con cambio de variable.

Resuelva los siguientes ejercicios:

71. Encontrando una sustitucién adecuada resolver

J' dx
1+-/x+1
72. Mediante la sustitucién adecuada resolver

J~\/1+Inx dx

xIn x
e**dx

tle* +1

73. Resolver . I
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74.

75.

76.

77.

78.

79.

80.

81.

82.

83.

84.

85.

86.

87.

Resuelva:

Resuelva:
Resuelva:
Resuelva:
Resuelva:

Resuelva:

: J' dx
\/(X2 -9)°

Resuelva:

Resuelva:

Resuelva:

Resuelva:

Resuelva:

Resuelva:

Resuelva:

Resuelva:

I arcsenxdx
N x?)

J- X +x+3
—— =~ dx
(x-1)%(x*+1)
I dx
tan x cos 2x

I 7x%* *dx

3

xdx
Jae-1

J- arcsenxdx
Af1—X

J' dx
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[0 v21\3
88. Resuelva: | de
X

2
89. Resuelva: j X" arctan xdx

1+ x?

x*dx
) I (X4 _1)2

90. Resuelva:

91. Resuelva: .[13;4)(

2.3.3 Trigonométricas.

Una integral se denomina trigonométrica cuando el integrando de la misma esta
compuesto de funciones trigopnométricas y constantes. Para su resolucion —desde luego que son

validos los teoremas de integracion—, pero sobre todo se deben tener siempre presentes los i. a vi.

i.  T5.11 (senu)’=cosu u’
ii. T5.12 (cosu)’= —senu u’
iii.  T5.13 (tanu) = sec’u u’
iv.  T5.14 (ctgu)’= —cSC%u u’
V. T5.15 (secu)’= secu tanu u’

vi.  T5.16 (cscu) = -cscu ctgu u’

En lo general después de aplicar las diferentes sugerencias dadas en la teoria, pero muy en

especial:

e Usar una identidad trigonométrica y simplificar, es Gtil cuando se presentan funciones

trigonométricas.

e Eliminar una raiz cuadrada, se presenta normalmente después de completar un cuadrado

0 una sustitucién trigonométrica.
e Reducir una fraccion impropia.

e Separar los elementos del numerador de una fraccion entre el denominador de la

fraccion.
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e Multiplicar por una forma unitaria g(x)/g(x) que al multiplicar por el integrando f(x)

permita modificar adecuadamente [f(x)g(x)]/g(x).
e Probar sustituir f(x) por 1/(1/f(x)).

ESs necesario tener siempre a la mano una tabla de “identidades trigonométricas y
sustituyendo adecuadamente, llegaras a las “férmulas basicas”. En especial cuando ademas de los

términos trigonométricos existen factores polindmicos o exponenciales, lo mas seguro es que la

integral propuesta deba ser resuelta por partes.

Algunas de las identidades trigonométricas que te pueden ser Utiles son:

Tabla: Identidades trigonométricas utiles

Identidades

fundamentales

Del teorema de

pitagoras

Translaciones

1. cscx=1/senx

7. sen’x+cos’x=1

10. sen(-x)=-senx

2 . secx=1/cosx

8. 1+tan’x=sec’x

11. cos(-x)=cosx

3. tanx=senx/cosx

9. 1+ctgx=cscx

12. tan(-x)=-tan(x)

4. ctgx=cosx/senx

Sumas y restas de

angulos

13. sen (m/2 —X)=COSX

5. tanx=1/ctgx

18.

sen(x+y)=senxcosy-+cosxseny

14. cos(m/2 —X)=senx
15. tan(n/2 —X)=ctgx

6. ctgx=1/tanx

19.
sen(X—y)=senxcosy—

cosxseny

Multiplos de angulos

Ley de senos

20.

CoS(X+Y)=C0osSXcosy—

24. sen2xX=2senxcosx

senA/a=senB/b=senC/c

y)=C0SXCcosy+senxseny

senxseny
6 21. 25. COS2X=C0S°X-5en°X
' cos(X— 26. c0s2x=2c0s°x-1

27. cos2x=1-2sen’x

Ley del coseno

22.
tan(x+y)=(tanx+tany)/(1-

28. tan2x=stanx/(1-

tan’x)
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tanxtany)

29. sen’x=(1-c0s2x)/2
30.
cos’x=(1+c0s2x)/2

17. c*=a’*+b*- 23. tan(x—y)=(tanx—
2abcosC tany)/(1+tanxtany)

Las integrales trigonométricas tienen en su integrando funciones trascendentes de este
tipo y para su resolucion se deben considerar sustituciones basadas en identidades
trigonométricas. Las identidades o funciones que se emplean de manera mas comin son:

e Funciones reciprocas como cosx = 1/secx.

e Funciones que de acuerdo al teorema de Pitagoras suman una constante, como

sen“x+cos’x = 1.
e Identidades del &ngulo doble y otros maltiplos, como sen®(x/2) = (1-cosx)/2.
e ldentidades de adiciones de argumentos como: senu cosv = 1/2 (sen(u+v)+sen(u-v))
e Funciones que estan relacionadas mediante derivadas como (senx)’ = cosx.

Cada integral exige de tu creatividad por ejemplo:
X X
ISsenz ~cos® Zdx
o 2 2 emplea el angulo doble y tienes las sustituciones que te

permiten resolverla... ¢cudl es su solucidén?

tan® 7xdx . :
I como tan’7x = sec’7x-1 queda una tangente libre, realiza los

productos y tendras dos integrales de solucion directa. ;cual es la solucion?

j tan®5xsec* 5xdx . :
, como hay una potencia impar de la tangente, elige los

términos tan5xsec5xdx como diferencial, y luego convierte todo a términos de

sec5x, tendras dos integrales muy simples de la forma u".
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Resuelva los siguientes ejercicios:

3 2
92. Resolver I sen“2xcos ZXdX.

senxdx

93. Resolver ° 1 —C0sx)*

tg “xd
94. Resolver Icg X X.

j o

95. Resolver © SENXCOS X

j +/1+ csc xdx

96. Resolver

2.3.4 Por partes.

Resolver una integral no siempre es posible empleando los teoremas basicos o el teorema

J. f'(g(X))g'(X)dX =I f'(U)dU - F(U) o= F(g(X)) +C. Cuando esto ocurre se

de sustitucion
dispone de diferentes técnicas para resolver integrales cuya aplicacion depende especificamente

de la estructura de la integral por resolver:

Del teorema (uv)’ = vu’ + uv’ se puede obtener uv’ = (uv)’ + vu’ que se puede escribir

udv = d(uv) + vdu e integrando en ambos extremos de la igualdad se obtiene:
Iudv:uv—jvdu

Que se denomina integracion por partes. Este tipo de integrales se identifica cuando no es
posible localizar una sustitucion adecuada u para el cual du corresponda con la estructura
supuesta. Bajo estas condiciones es necesario identificar entre los diferentes factores que

componen el integrando un conjunto que se identificara como u, mientras el resto de los factores
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. . i . . - dv

incluyendo al diferencial se denomina como dv. Con las partes identificadas se resuelve I que
en lo general debera ser una estructura mucho méas simple que la de la integral original. De igual
manera, con u seleccionada se calcula du y se estructura el término derecho de la igualdad del

: vdu . L i ..

teorema. Ahora la integral I debe ser una integral mas simple que la integral original, desde
luego que puede ocurrir que esta integral también sea por partes. Una integral por partes se
denomina asi porque la metodologia empleada “parte a la integral en dos nuevas integrales” que

deben de cubrir ciertas caracteristicas.

Si se recuerda el teorema de derivacién de un producto es: (uv)’ = uv’ + vu’, de donde al
multiplicar todo por dx se obtiene d(uv) = udv + vdu. Integrando en ambos lados de la igualdad

resulta:
uv:_"udv+_"vdu:>_"udv=uv—_[vdu

Que es el teorema de la integracidn por partes, veamos que dice:

e Cuando derivas el producto de dos funciones, debido a la manipulacion algebraica que
algun problema requiera, puedes perder alguno de los dos términos de la suma que

genero6 su derivada, ¢de todos modos se puede recuperar el producto original?

e Elteorema dice que si y que aun mas jte permite resolver la integral incompleta si eliges

adecuadamente las partes “U” y “dv”!.
Basicamente se trabaja asi:

a) Supongamos que debes de resolver una integral y al intentar los teoremas basicos no se

pudo resolver. Pero, si la observas con cuidado estd compuesta de productos, digamos...

[ £ (0g()h(x)dx

, bueno se ve medio feo pero lo que dice es que elijas simplemente

algunos factores dentro de la integral, incluso algunos podrian ser 1.

b) Deberas elegir una combinacion adecuada de factores a los cuales llamaras “U” y otra que
incluya a dx, que llamaras “dv”. En este caso se tienen 4 posibilidades que podrian ser {u

= f(x), dv = g(x)h(x)dx}, {u = f(x)g(x), dv = h(x)dx}, {u = f(x)g(x)h(x), dv = dx}.

c) Se elige la que se vea con mas posibilidades; si ocurre lo siguiente:
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dv=v . . .
¢ Normalmente I debe de ser facilmente integrable.

e Al calcular du se estructura la nueva integral .[vdu, y ésta debe ser mas simple
que la integral original y preferentemente poderse resolver de forma inmediata. —
Se dice que debe de ser mas simple porque posiblemente también se deba de
resolver “por partes” pero se ve que es mas sencilla, por ejemplo han disminuido

los exponentes o desaparecido algunas expresiones que la hacian ver complicada.

dv=v . . , -
d) Se resuelve -[ . En caso de que esta integral se complique mas que la original, la

eleccion fue incorrecta y debes intentar con otra seleccion de las posibles.

Ivdu
e) Se estructura y se resuelve.

. , uv — J' vdu
f) Finalmente se da estructura a la solucién con :

. . In xd
Por ejemplo considera J‘ X X:

a) No existe antiderivada directa que permita resolverla y se observa que esta compuesta por

factores que son 2: { Inx , dx }.
b) Las combinaciones son unicas u = Inx, dv = dx

c) Al ser unica se calcula du = dx/x.

dv =
d) Resuelve la I vy luego v = x.

I S
e) Estructura Ivdu_jx X _[dx X.

f) Sillegaste a la solucion que es: xInx — x+c.

e (estas de acuerdo?

2 43X
. . x“e**dx
Ahora considera otro ejemplo -[ X

a) No existe antiderivada directa que permita resolverla y se observa que estd compuesta por

factores que son 4: { x, x, €%, dx }.
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b) Las combinaciones podran ser: ¢{u,dv}=..7?

c) Cual consideras las mas prudente para su eleccion ...

dv=v . L - . )
d) Resuelve la J. elegida, debe de ser méas simple que la original... ;qué te resulto?

vdu . L .
e) Estructura I y resuelve, lo méas probable para este ejercicio es que esta integral

3x

Ve

también es por partes, pero es mas simple —de hecho parece que es algo asi I
es mas simple, aunque nuevamente resulto ser por partes, asi que tendras que resolverla
por este mismo método. Deja pendiente tu resolucién previa y reinicia el proceso con esta

nueva integral... al concluirla vuelve a este punto con ese resultado intermedio.
f) Sillegaste a la solucion que es: ...

En ciertos casos la integracion por partes se vuelve “ciclica” y en lo general indica una
mala seleccion de u y dv en integracion por partes sucesiva. Se dira que es ciclica si después de
diferentes pasos jvuelves a llegar a la expresion original!, o sea que NO resolviste nada y tendras

que volver a intentarlo con otras selecciones.

Pero, en otras situaciones se llega a una integracion “aparentemente ciclica” y no te
preocupes porque en este caso la solucidn ya esta ahi. Esto ocurre si después de uno o varios
pasos resulta que tu integral original vuelve a parecer pero con un coeficiente k diferente de 1,

esto es:

Iudv=g(x)—kjudv:>(1+k)J'udv=g(x) ,,judV:lgixlz

a) ¢Por qué k debe de ser diferente de cero?

b) Considera el siguiente ejercicio y observa que es “aparentemente ciclica” ya que después
de aplicar la técnica de integracion por partes regresas a la integral original, pero su
coeficiente NO ES UNO:

J e¥sen(2x)dx

- . Isecsxdx ,
¢) Un caso adicional sera que por ahora esperara.
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Resuelva los siguientes ejercicios:

j tin(t +1)dt

97. Resuelva:
.[In(2x)dx
98. Resuelva: X
xe?*dx
99. Resuelva: ° (2x+1)°
100. Resuelva: _[xsen(Zx)dx
101. Resuelva: I M
Senx cos X
dx
102. Resuelva: j —
COS X + Sen°x
3
103. Resuelva: .[ X3_1 dx
4x° —X
104. Resuelva: J.eﬁdx
2
105. Resuelva: I X"Ox
A 9- X2
106. Resuelva como ciclicas
3
je *sen(2x)dx
tan'xd
107. Resolver I X X X.
tan? xd
108. Resolver I xtanx X.
x%e*dx
1009. Resolver -[ )
In(x*> +1)d
110. Resolver-[ O +1) X.
ax d
111. Resolver je cosnx X.
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2.3.5 Por sustitucién trigpnométrica.

En muchas de las tablas de integracion se puede encontrar el teorema:

2 2
j\au;u du —arcsena+c

¢Como se pudo encontrar esa antiderivada?

El razonamiento que se sigue en expresiones que contienen radicales y sumas de
cuadrados es comiunmente fundamentado en el teorema de Pitagoras, asi que para observar esa

relacion se traza un triangulo rectangulo y se ubican las componentes, asi en este caso haciendo

(a2 2
Z=~a —U regylta:

e En la figura se puede ver que se satisface el teorema de Pitdgoras con esta seleccion y que

a su vez coincide con el radical en el integrando, luego senw = u/a. ¢Estas de acuerdo?
e De donde u = asenw y du = acoswdw. ¢cierto?
Sustituyendo en la integral por resolver se tiene una integral trigonométrica:

j*/azuz‘uzdu:j

cos®* w
sen‘w

4a cos wdw = dw = | cot’wdw = | (csc® w—1)dw
4= f J J J

J‘gdu =—cotw—w

Pero observando el tridngulo previamente trazado se observa que las razones
trigonométricas siguientes se cumplen: tanw = u/z luego cotw = z/u segun la figura y por otro
lado desde senw = u/a se tiene que al despejar w = arcsen(u/a) o bien w = sen™* (u/a), asf que

sustituyendo:

2 2
\a —u Z u Aa —u u
j;du =———arcsen—=—-——————arcsen—+¢cC
u a u a
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Que es lo que se queria probar.
a) Siencontraras términos de a’+ u’, ;cOmo serd tu triangulo?
b) Si localizas expresiones con u’— a?, ¢qué sustitucién a variable trigonométrica sugieres?
c) Enuna tabla de integrales se localiz6 el siguiente teorema:
u®du Uy, 5 a 3
J‘ﬁ:—\/u —-a°+ —Inu++/u°—a

Demuestra que es verdadero.

+C

d) Sise encuentran expresiones con a* — b*u? ;qué sustitucion trigonométrica sugieres?

Resuelva los siguientes ejercicios:

dx
112. Resolver mediante sustitucion trigonométrica (x* -1 :
113. Resuelva: Ja-x
114. Resuelva: I );ledx
115. Resuelva: J.xzx/mdx

dx
116. Resolver mediante sustitucion trigonométrica Xz\/m :

2.3.6 Por fracciones parciales.

Cuando se encuentra un integrando de la forma p(x)/q(x) donde ambos p y g son
polinomios y el grado de p es menor que el de g (si no fuera asi haz la division previamente),
estas ante un posible caso de fracciones parciales. Las fracciones parciales son aquellas que
debieron generar a p(x)/q(x) al sumarse y tienen la cualidad de que sus denominadores o son
lineales o cuadratico irreductibles. Asi generalmente las fracciones simples resultantes se integran

mas facilmente usando las siguientes formulas:

J'u“du——+c n=-1
, hracional.
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du
_[—:Inu+c
u

du a
jl+u2 =tan"u+c

Para encontrar las fracciones parciales revisa con cuidado lo siguiente:

Cuando realizas una suma entre fracciones, la fraccion resultante posee en su
denominador el “rastro” de las fracciones que intervinieron, ya que corresponde con el mecm —

minimo comin multiplo— de los denominadores de las fracciones participantes.

Asi por ejemplo si se desea recobrar que coeficientes tenian originalmente estas

fracciones para generar el resultado se tendra:

—en donde no se han desarrollado las multiplicaciones a propdsito—, luego resolviendo
nuevamente se encuentra que a(4)5+b(3)5+c(3)4 = 101 que como ecuacion lineal tiene infinitas
soluciones, entonces conocer los valores “exactos” que tenia originalmente no se podran obtener,
ya que cOmo se puede asegurar que erana =0,b =0y c =101/12,0biena=1,b=3y ¢ =3,

entre otras.

Sin embargo si te pregunto cual es la cifra representante de las centésimas en el nimero

0.123 si podras responder que “2” y esta también es una suma de fracciones jcierto? ...

En efecto:

a . b L C ~a(100) +b(10) +c

ol = =0.123
10 100 1000 1000

¢Por qué si la igualdad es esencialmente la misma ahora si se puede responder?

Claro porgue en realidad 0.123 es un polinomio de la forma 1/10+2/100+3/1000 =
[1(100)+2(10)+3]/1000 y se sigue directo cuales son los valores de a, b y c. Ademas sabes que

todas las fracciones son “propias”, —Su numerador nunca es mayor que el denominador—, que los
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valores de a, b y ¢ no son mayores que nueve Yy son enteros positivos, pero lo mas importante es

que el valor que le des a a no afecta nia b niac, etc.

Asi, en los polinomios, si tienes ax*+bx-+c, y se te pregunta cuales son los valores de las
variables para que el polinomio resultante sea x°+2x+3, no tiene ningtn grado de dificultad
porque los coeficientes de un término no afectan a los otros... ¢cierto? Esta propiedad
conjuntamente con la cualidad de las fracciones propias y los factores primos son la esencia de la
recuperacion de los coeficientes de las fracciones que intervienen en una suma, si solamente se

conoce su resultado.
e ;Queé es una fraccion propia?
e ;Qué son los factores primos?

Iniciemos nuevamente nuestro cuestionamiento: ;cuales serdn los valores de los

coeficientes para que la siguiente igualdad sea verdadera:

a b, c _ x> +2X+3
Xx+1 x x-=1 x(x+1)(x-1)

e Resuelve nuevamente la suma planteada ¢que resulta?

e Desde luego los denominadores son idénticos ¢qué puedes decir de los numeradores?

¢Resultoé un polinomio cuadratico cuyos coeficientes depende de a, b y ¢?

e ;COmo deben de ser los coeficientes de ambos polinomios? ¢Esas 3 igualdades que

implican?

e Resuelve el sistema de 3 ecuaciones lineales con 3 incdgnitas que te resultd. (Qué

obtuviste?

e ;Lo que encontraste quiere decir esto?

1 3,38 _ X +2x+3
Xx+1 x x-1 x(x+1)(x-1

e Entonces si se te hubiera pedido resolver:

J' X2 +2X+3
X(x+1)(x-1)
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¢Sera lo mismo que resuelvas [
iEn eso consiste el método de fracciones parciales!

¢Cudles seran los valores de los coeficientes para que la siguiente igualdad sea verdadera?

a b c X% +2x+3

4+ =
x+1 x x-1 x(x+D(x-1)

Al seqguir el razonamiento y realizar la suma de fracciones se lleg6 a la siguiente igualdad:
ax(x-1)+b(x+1)(x-1)+cx(x+1) = x?*+2x+3; después realizaste los productos y la igualacion de
coeficientes te llevo a un sistema lineal que satisfactoriamente resolviste para encontrar a = 1, b

= 3yc = 3. ¢(Estamos de acuerdo en todo?

Pero jun momento!; lo que se tiene es una igualdad entre polinomios y los polinomios son
funciones ¢cierto?, entonces si son iguales los polinomios sus graficas también lo son iguales y si

los evaluamos en algun punto en particular ¢deben de valer lo mismo?

e Observa con atencion la igualdad toma un valor de x y evalta —desde luego que el valor
que elijas es indistinto—, obtendrds sin duda una ecuacion con tres incognitas,

simplemente evalla 3 veces y te ahorras todas las multiplicaciones de polinomios.

e Pero existen valores de x, que simplifican extremadamente el trabajo... en efecto para el
ejemplo mostrado son x =0, x =1y x =-1. ;Por qué?
e Evalla ax(x-1)+b(x+1)(x-1)+cx(x+1) = x*+2x+3 en x = 0 , luego b = —3; haz lo mismo

con x = 1yconx = -1, obtendras directamente c = 3y a =1.
e ;Qué puedes concluir de este procedimiento?

e No en todos los casos se pueden obtener valores de x que den solucion directa a algun
coeficiente, pero por este método encuentra los mas posibles y luego evalla en otros

valores y sustituye los coeficientes que ya conozcas jresultan excelentes simplificaciones!

La localizacién de las fracciones parciales que pueden sustituir adecuadamente al
argumento de una integral planteada depende practicamente de una adecuada factorizacion del

denominador de la expresion.
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En lo general, Gnicamente existen 4 casos basicos que se pueden presentar y para los

cuales se sugiere actuar de la siguiente forma:
1. Factorizacion que genera “factores lineales unicos”:

Como los factores son de la forma (x — r), se plantean tantas fracciones como
factores diferentes haya.

Por ejemplo si la factorizacion arrojé  (x-4)(x+2)(x-1) las fracciones propuestas
seran:
a b c
+ +
Xx—4 x+2 x-1

2. Factores que “factores lineales repetidos™:

Esto quiere decir que se encontrd un factor repetido de la forma (x — )", se
plantean tantas fracciones como sea el valor de n, pero con potencias crecientes hasta el
valor de n. Por ejemplo si se encontré (2x-1)(x+3)?, las fracciones propuestas seran:

a b C d
+ + -+ -
2Xx+1 x+3 (x+3)° (x+3

3. Factores “cuadraticos irreductibles unicos”:

Para este caso, los factores son de la forma a;x2+b;x+c; irreductibles, es decir que
no tienen raices reales. Para esto se plantea una fraccion para cada factor y en particular
sus numeradores son de la forma ax +b, donde a y b son las incdgnitas por localizar. Por
ejemplo si se encuentran los factores (x+5)(x*+4)(x*+x+1), las fracciones propuestas

seran:

a bx +c dx +e
+ 2 + 2
X+5 X +4 X" +x+1

4. Si los factores cuadraticos son repetidos, al igual que con los factores lineales multiples,
se plantean tantas fracciones como repeticion del factor haya, pero con potencias
crecientes hasta el valor de n. Por ejemplo si se encuentra el factor repetido (x*+1)* se

proponen las siguientes fracciones:

40



ax+b cox+d ex+ f gx+h
+ + +
X*+1 (X*+1)* (xX*+1D® (X*+1)*

Desde luego que todos los casos pueden coexistir simultdneamente.

Tal y como se comentd previamente, el método de fracciones parciales se aplica en
p(X) 4
integrales de la forma 4% en las que p(x) y q(x) son polinomios y en particular el grado de
p(x) es menor que el grado de q(x); si éste no es el caso se tendra que realizar previamente la
{c(x) + r(X)}dx
division de polinomios con lo que se obtendra a(x) , en donde c(x) es el cociente de
la division y r(x) su residuo. Una vez que la fraccion se ha llevado a esta forma se esta seguro que

r(x)/q(x) es una fraccion propia, a la cual se puede aplicar la descomposicion estudiada.

Resuelva los siguientes ejercicios:

xdx

117. Resolver '[(X+1)(2X+1).
x°+x* -8
118. Resolver '[ X* —4x o
xdx
119. Resolver * X' =3x* +2,
xdx
120. Resolver H.
xdx
121. Resolver '[1—X4
x2dx
122. Resolver * (X+2)*(x+4)"
o
123. Resolver * (+X°)"
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2.3.6 Otros ejercicios

124,

125.
126.

127.
128.

129.

130.

131.

132.

133.

134.

135.

136.

3.1 Areas.

2 _1\2
Resuelva: -[ X(x” ~1)"dx

J- x3dx
Resuelva: ~ /4—X*

Resuelva: _[ cos(In x)dx

Resuelva: dx

X+1
J‘x\x—2

Resuelva: J'xzx/4—9x2dx

] j arctan xdx

Resuelva: | —————
X?(1+ x?)

_ J-3x2+1 y
(-

~/sen®2x dx

sen’x

Resuelva

Resuelva: _f

radr

Resolver mediante tablas ~ \/4— r? .

dt
Resolver mediante tablas I5 +4sen2t

J-tanlx

dx
NG .

Resolver mediante tablas

. Sen2xcox3xdx
Resolver mediante tablas I .

2 2 _ 2
Resolver mediante tablas I p*[25-p dp.

Unidad 3: Aplicaciones de la integral.
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3.1.1 Area bajo la gréafica de una funcion.

Definicion: Sea una funcidn continua tal que f(x)>0 en [a,b], el &rea bajo la curva es:
b
A= j f (x)dx
a
Sien el intervalo [c,d], f(x)<0, el &rea entre el eje X y la curva seré :
d
A=—[ f(x)dx
c

Integral no es lo mismo que area, ya que el concepto de integral es realmente un concepto
mucho mas amplio y que se puede aplicar a infinidad de situaciones novedosas. Por otro lado,
realizando las correcciones necesarias respecto de los valores negativos que pueda tomar una

funcion en un intervalo la integral calcula perfectamente el area entre el eje X y una curva dada.

Pero el concepto de area se puede ampliar a espacios delimitados entre diversas curvas en
el plano. Calcular el area bajo la curva o mas bien entre la curva y el eje, es el problema que

motivo el desarrollo del concepto de integral definida.
Al calcular el area se debe de tener siempre presente dos cosas importantes:

a) Que las curvas delimitantes del area realmente sean funciones de la variable de

integracion y que por otro lado;

b) Que integral y area no son lo mismo, por lo que se debe de recordar que una integral

realmente es un “area con signo”.

Con esto como motivacion se puede considerar que las superficies planas que delimitan

un area conjuntamente con un eje se pueden presentar de tres formas posibles:
e La funcion propiamente dicha y dos rectas.
e La funcion que intercepta directamente al eje.
e La funcion que cruza el eje.

137. En las figuras siguientes identifica cada caso:
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fig. 2 fig. 3

N (\
y I
b

a a

Con relacién a su forma de calculo la figura 1 y 2 son idénticas, ya que su area se calcula

mediante:. b
A:jfumx
a) ¢Como se tendria que calcular el area si f(x)<0 en (a,b)?

b) El area delimitada en la figura 3, posee un sector en el que la integral genera un signo

negativo en su resultado: ¢En qué intervalo ocurre eso?
c) ¢Como se tendra que calcular el area en la figura 3?

d) ¢Como se replantearian los tres casos si en lugar de calcular el area “bajo la curva” se
solicitara el area “sobre la curva”? Se llama &rea sobre la curva a la delimitada por la
funcion f(y), el eje y y dos rectas horizontales, y = ¢ y y = d. Dibuja las figuras

correspondientes.

3.1.2 Area entre las graficas de funciones.

Sea el intervalo [a,b] para el cual f(x) y g(x) son continuas y f(x)>g(x), sea K la region

limitada por las rectas x = a, X = b, f(x) y g(x). Luego el area de K es:

[f(x) - g(x)Jox

QD C— T

3.2 Longitud de curvas.

La longitud de una curva plana se puede aproximar al sumar pequefios segmentos de recta
que se ajusten a la curva, esta aproximacion sera mas ajustada entre mas segmentos sean y a la

vez sean lo mas pequefio posible.
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Definicion: Si la primera derivada de una funcién es continua en [a,b] se dice que es

suave y su gréfica es una curva suave.

a b

Cuando la curva es suave, la longitud de cada pequefio segmentos de recta se puede
calcular mediante el teorema de Pitagoras y (dL)*=(dx)*+(dy)?, de tal forma que sumando todos

los diferenciales resulta:
Definicion: Si f es suave en [a,b], la longitud de la curva de f(x) desde a hasta b es:

b

L:J.x/1+(f'(x))2dx

a

La integral como concepto nace alrededor del calculo numérico, por lo que muchas de las
integrales que se nos presentan en la vida cotidiana ni tan siquiera son planteadas analiticamente;

sin embargo, eso no las hace indtiles; jpor el contrario! EIl potencial analitico de la integral se

Pero ahora con las computadoras, esas sumas las podemos hacer de manera muy eficiente.

Una curva por si sola no tiene area, tiene longitud y ésta también se puede calcular como

una integral, con el presente razonamiento:

a) Traza una curva sobre el papel, por simplicidad debes inicialmente considerar una curva

que corresponda a una funcion de x.

b) Delimita mediante rectas verticales el intervalo en el que te interesa conocer la “longitud

de la curva” o “longitud del arco” (como también es llamada).

c) Dibuja una secante entre dos puntos cercanos que estén dentro del intervalo de interés.
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d) Esa secante ente los dos puntos de interseccion: ¢Es una aproximacion a la longitud del

arco? ;Qué tienes que hacer para que la aproximacion mejore?

e) iMuy bien! La situacién limite que acabas de plantear te lleva al siguiente diagrama

aproximado ¢estas de acuerdo?

f) Luego dL es la hipotenusa del triangulo infinitesimal ¢a que es igual dL en términos de dx

y dy?

En efecto del teorema de Pitagoras se tiene que (dL)* = (dx)” + (dy)® entonces dividiendo

todo entre:

2 2
dx:{dl‘) :1+(dyj s.dL = \1+(f'(x))2dx
dx dx

Finalmente la suma de todos esos diferenciales es:

b

L= 1+(f'(x))dx

a

Sustituyendo las expresiones adecuadas en la estructura que se acaba de obtener y

resolviendo la integral construida podras obtener la longitud del arco deseado.
a) Sielarco bajo analisis no es una funcién de x sino de y ¢como resuelves ese caso?
b) ¢Afecta a la expresion obtenida el hecho de que la curva corte a los ejes?

c) ¢Puede ser que la integral resultante sea negativa? ¢Por qué?
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d) ¢En qué situaciones o para qué crees que se pueda aplicar el célculo de la longitud del

arco?

3.3 Caélculo de volumenes de sélidos de sélidos de revolucién.

Definicion: El volumen de un sélido con area transversal conocida e integrable A(X) desde

X = a hasta x = b, es:
b
V = j A(X)dx

Comunmente a esta integracion se le denomina “método de las rebanadas”.

=

dx

Definicion informal: Si una grafica de una funcion continua f(x) en el intervalo [a,b] se
hace girar sobre el eje X, a la superficie bajo la curva se le denomina “area generatriz”, a la
superficie delimitada por f(x) al girar se le llama “superficie de revolucion” y al volumen
delimitado por la superficie de revolucion se le llama “solido de revolucion”. La rotacién no
necesariamente se debe de efectuar sobre el eje x, pero sin pérdida de generalidad el eje siempre

se puede ubicar en esa posicion.

Volumen de un solido de revolucién (método de los discos):
El volumen de un sélido generado alrededor del eje x la regién bajo la curva de f(x) en el
intervalo [a,b] en que f(x) es continua es:
b

V =z [f()Fdx

a
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(x)
/ y/ espesor dx

SN[/ 2 AN
)

ML

rotacion

El “disco” sefialado en azul en la figura tiene radio f(X) de ahi empleando el area del
circulo se obtiene la expresion previa.

Si el volumen se genera por una superficie entre curvas, se generaliza el método de los
discos y se le denomina método de las arandelas , en este caso si f(x)>g(x) en [a,b] limitan la

superficie, se tiene:

v =] [t - [o0OF b

a

Volumen de un solido de revolucidén (método de lo tubos o casquillos cilindricos):

El sélido de revolucion generado por una funcion f(x) que gira alrededor del eje v,

limitado por las rectas x =ay x = b, el eje x y la grafica de f(x), tiene un volumen:

b b
V = _[ 2rz(radio del tubo)(altura)dx = an'xf (x)dx.
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En la figura se observa —en azul- un tubo tipico de radio x, espesor dx y altura f(x), que

puede ser convertido en una lamina rectangular de superficie 2zxf(x) y espesor dx.
Superficies y solidos de Revolucion

En los cuerpos fisicos ocurren muchos fendmenos asociados a su geometria, dentro de
esos fendmenos se presenta la ocurrencia de la masa, el peso y por tanto los efectos de la
atraccion gravitatoria, observemos ahora dos conceptos fisicos necesarios para el estudio de
cantidades fisicas como las mencionadas.

Una superficie de revolucidn se genera cuando una curva se hace girar alrededor de un
eje. En las dos figuras que se anexan se observa la curva que se ha hecho girar y las superficie
gue se genera, en este caso girando sobre el eje y. Si esa curva delimita un area bajo o sobre ella —
dependiendo de como se haga girar— entonces al girar esa superficie se obtiene un solido o

volumen de revolucién.

figura 1
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En las figuras 1 y 3 se observan las superficies de revolucion generadas, mientras que en

las 2 y 4 que acompafian a las superficies, se ven las curvas y el &rea considerada para la
generacion de los sélidos de revolucién.

figura 3

I Wl 522 '”/
W =

<
%

f(x)=xsen(x)

figura 4

Una esfera, una copa, una dona, algunas lamparas, muchas piezas mecanicas hechas en
“torno”, entre otros, son solidos de revolucion.

3.4 Calculo de centroides.

Cuando una placa solida es de espesor constante y homogénea, su masa es directamente

proporcional a su area, en donde la proporcionalidad depende del espesor de la placa y la
densidad del material.

Definicion: Las coordenadas del centro de masa de una placa plana delimitada por la
superficie A, se definen como:
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J' Yy, dA _[ X, dA

*~foa YT [oa
A A

En donde la A bajo las integrales implica que éstas se realizan para toda la superficie, ym y

Xm corresponde con el punto medio del elemento dA.

Cuando A esté delimitada por f(x) y g(x), y f(x)>g(x) en [a,b]:

A:jdA
A

J yodta=] 1100+ 9L (- £<x>]dx=; JIrOoF ~locofa

j X dA = j X[ f (X) — g(x) P

Debido al principio fisico de la palanca, se define el momento o torque t de una fuerza
respecto de un punto, como el producto de la magnitud de la fuerza y la distancia de la fuerza al
punto, t = Fs. Por otro lado, si consideras una placa plana de cualquier material y la cortaras en
pequefios rectangulos de masa dm, cada uno de ellos respecto de un eje elegido provocara un

t=|sdm
pequefio momento dt = sdm, de donde el momento total sera A , en donde se indica que la
integral se realiza sobre toda el area. En particular si los ejes seleccionados son el x o el y, y
ademas el material de la placa es homogeéneo, la masa es proporcional al area y los momentos se
puedes expresar en funcion de las coordenadas y y x respectivamente. Asi el momento total

sobre el eje x e y son respectivamente:
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t, = | ydA; t, :deA
A

A

¢Existira algin valor de x en el que se pueda concentrar toda la masa de la placa y

provoque el mismo momento total? ;Se podra dar una condicion similar en y?

Supdngase que esos valores existen y son:

X,y = XA:IydA, yA:J-di
A A

O finalmente:
ydA XdA
por
"= [da’ V= [ da
A A

Estas coordenadas encontradas definen el centroide de la superficie o centro de gravedad

de la placa.

e ;Son estas definiciones, aplicaciones especiales del valor medio para integrales? ¢Por

qué?

o ¢Quieres ver fisicamente el centroide o centro de gravedad de una figura plana?
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Realiza el siguiente proceso:
a) Recorta la figura deseada en un carton suficientemente grueso para que no se doble.
b) Con una aguja pasa un hilo cerca de la orilla de la figura y amarralo.

c) Sostén el hilo y deja que la figura cuelgue libremente del hilo. Con una regla prolonga la

recta “definida por el hilo” y trazala sobre el carton.
d) Repite el mismo proceso con otro punto que no esté sobre la recta trazada.

e) Las rectas trazadas se cortan en un punto... ese punto es el centroide, para probarlo sostén
la figura con la punta de un lapiz ubicada en ese punto, si lo hiciste correctamente el

carton se mantendré en equilibrio horizontalmente. ¢Por que?

f) ¢Por qué se puede encontrar el centroide de la forma descrita? ¢;En donde quedaron las

integrales?

¢En donde esta el centro de gravedad de una escoba de tal forma que apoyada en ese
punto se equilibre horizontalmente? Ponla encima de un dedo de cada mano apoyada en los
extremos del palo de la escoba, muévelos rapidamente hacia el centro del palo jno se va a caer!
Cuando juntes tus manos jahi esté el centro de gravedad! ;Por qué funciona esto? ¢;En donde

estan las integrales?

3.5 Otras aplicaciones

Avrea de una superficie de revolucion
Partiendo de la longitud del arco y el método de tubos de altura diferencial dL se tiene:

Definicion: Si la funcion f{x)>0 es suave en [a,b], el area de la superficie generada al girar

la curva de f(x) alrededor del eje x es:
b
S =2nff(x)\l+(f'(x))2dx

Definicion: Si la funcién g(y)>0 es suave en [c,d], el area de la superficie generada al girar

la curva de g(y) alrededor del eje y es:
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S =2x[g(y).1+(g'(y))*dy

Momentos de Inercia

En el contexto de la Dinamica de los cuerpos rigidos, la inercia es una medida de la
resistencia que opone un cuerpo a que se produzca un cambio en su estado de reposo o de
movimiento. A mayor inercia mayor es la resistencia al cambio, de tal forma que si se aplica la
misma fuerza a dos cuerpos, el de mayor inercia sufrird el menor cambio en su estado de
movimiento, o “reaccionara en forma mas lenta”. Para el movimiento de translacion la inercia es

equivalente a la masa, pero para el movimiento de rotacion depende de “momentos de inercia”.

En el caso de un s6lido “plano”, el momento de inercia se mide respecto del punto en que
se coloca el eje de rotacion —cualquiera que se quiera— Yy se define para un punto de materia

como | = r’m, donde r es la distancia del punto materia hasta el eje de rotacion.

Para poder considerar un cuerpo completo se tendra que dI = r°dm o finalmente:
. 2
1, = [r?dM
M

En donde nuevamente r es la distancia entre cada elemento diferencial de masa y el punto
p (el eje de rotacion), la integral se hace sobre todo el cuerpo de masa M, z identifica que el
cuerpo se pretende hacer girar sobre un eje perpendicular a la superficie y que pasa por p. Si el
cuerpo es homogéneo el peso se distribuye igualitariamente a lo largo del cuerpo y la masa
dependera del volumen y su densidad especifica, a su vez si el cuerpo es de espesor constante t, el

volumen depender de t y del area, por lo que finalmente se puede escribir:
2 2
11, =to] (¢ +y*)dA
A

En donde r se sustituyd con respecto al teorema de Pitdgoras. Resolviendo las integrales

adecuadamente podras comparar en donde conviene colocar el eje sobre un cuerpo que va a girar.

Analizando la expresién del momento de inercia:
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138. ¢Qué llanta tendra un momento de inercia mayor una de un VW o la de un

camion? Explica por qué.

139. ¢Por qué se pone el eje en el centro del circulo y no en otro lugar? Explica tu
conjetura.
140. La mayoria de los objetos que se hacen gira sobre un eje son circulares —excepcién

de las “levas”- ¢por qué crees que sea asi?
141. ¢Por qué crees que balancean dindmicamente las llantas de los autos?
142. (Afectara a su momento de inercia conjunto los hoyos de los “rines” de las llantas

de los autos?

Resuelva los siguientes ejercicios:

143. Calcule el 4rea entre f(x) = x® y el eje x en el intervalo [-3,3].
144, Calcule el area bajo la curva f(x) = e*, en [1,2].
145. Encuentre el 4rea entre la curva | (X) =3S€N2X+/2—COS2X y o] gje x en [~
7/2,0].
146. Encuentre el 4rea de la regién limitada por las curvas 4x*+y =4 y x*-y = 1.
147. Encuentre el 4rea limitada por el eje y las curvas x = (y-1)?,
i y=3x & XZZ\N.
148. Sobre la parabola x = y?, se construye un sélido cuya seccién es un rectangulo con

base sobre la parabola y su altura es igual la mitad de su ancho. ¢{Cudl sera el volumen del

solido? Si se limita por el plano x = 5.

149. La base de un sdlido es la region entre la curva y =2:/senx en el intervalo [0,7]
en el eje x. Si la seccidn perpendicular al plano xy son triangulos equilateros cuya base va
del eje x a la curva, ;cual es el volumen del s6lido?

150. Un solido se forma al hacer girar alrededor del eje y la hipérbola x = 2/y limitada
por las rectas y = 2 e y = 5. Calcula el volumen del sélido.

151. Si la parabola f(x) = x*+1, se hace girar sobre el eje x, limitada por las rectas x = —
1yx=1.;Cudl sera el volumen del sélido?

152. La regién limitada por la recta y = x y la parabola y = x?. Se hace girar sobre el eje

X. ¢Cual es el volumen limitado por el s6lido?
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153. La region limitada por las curvasy = x* y y = —x* y la recta x = 1, se hace girar
sobre el ejey. ¢Cual es el volumen del sélido generado?

154. Calcule la longitud de la curva y = (x*+2)*%/3 desde x = 0 hasta x = 4.

155. Se hace girar la curva F(x)= Jax—x*1<x<3 sobre el eje x. Calcular el area de
la superficie generada.

156. Calcula el centro de masa del rea entre la curva de f(x) = 9-x* y el eje x.

157. Calcule el centroide de la region limitada por un cuarto de circulo.

158. Determine el area entre las curvas y = x’+5, y = X’y las rectas x =0 y x = 2.

159. Calcular la longitud del arco de la parabola y* = 2x desde el origen hasta el punto
en que X = a.

160. Determine el area entre las curvas y = —x* y y = x’-8.

161. Calcular la longitud del arco de la curva y = Inx desde x = 3 ax= N@.

162. Dos cilindros rectos de igual radio se intersecan de tal forma que sus ejes se cruzan

formando un angulo recto. Calcular el volumen de la interseccion.
163. Determine el area del segmento de la parabola y = x* cortado por la recta y = 2x+3.
164. Una figura limitada por los arcos y = x* y y? = x, gira alrededor del eje y. Calcule el

volumen del cuerpo generado.

165. Calcular el &rea bajo la parabola ctbica y = x>~4x+5, limitada por las rectas x = 3
yx=5.
166. Encontrar y = f(x), si f’(x) =x>?, f/(4) =2, f(0)=0.
1 x?
167. Calcular el area limitada por las funciones f0= W; 909= 7.
168. El area limitada en el primer cuadrante paray = xe* ; x=1yy =0, gira sobre el

eje x. Calcular el volumen del s6lido generado
169. ¢Con que velocidad inicial debe ser lanzado un objeto desde el suelo hacia arriba

verticalmente, para alcanzar una altura maxima de 550 m?

170. Calcular el &rea limitada por las dos ramas de (y—x)?= x° y la recta x = 4.

171. Calcular el area limitada por el eje y y las curvas y = tan(x); y = (2/3)cosx.
2

172. Calcular Ia longitud del arco de la curva Y =N=X) en [0,1/2].

173. Calcular el &rea por y = 2x%*, y y = —x%e*.
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174,

175.
Calcular el volumen generado.

176.
desde su vértice hasta x = 6, alrededor del eje x.

177.
funcién si su gréfica pasa por el punto (2,1) y en ese punto es tangente a la recta 3x-y-5
=0.

Calcular el area de la figura limitada por y = Inx/(4x), y = xInx.
Sobre el eje x se hace girar la superficie limitada por x =0, x =1y y = sen™x.

Calcule el rea de la superficie de revolucién formada al girar la parabola y* = 8x,

Una funcién y = f(x), tiene una segunda derivada f”’(x) = 6 (x — 1). Encuentre la

Unidad 4: Series.

4.1 Serie de potencias y Radio de convergencia.

Determinar el intervalo de convergencia de las series de potencias de término n-ésimo:

)

n! - 2n 1
X b s V2-1) d)  ploen)/n(sen — )y
a) (3.5__,(2,,4_1))‘ ) (”) c) n(V2-1) ) (sen\/’_')x
2" 2" 3" (-1)
_'ﬂ _v“n _v‘n l ﬁ 1!!
° "2‘ D n! ? 114"‘ ) n-4" :
| o,
) /nx" Do k) n Vi ) —xrtl

x\n logn
n! (—) n) o2
n n

Desarrollar en series de potencias de x las siguientes funciones, indicando en qué

m)

o) x"tgza—n, a>0

intervalos son vélidos los desarrollos:

2x2 —:
¥ (-:_—1)32 o ?’(Yz ©) 4 —l,\"‘
d) log(l+x—2x%) e) log i —_F: f) log(x+V1+a?)
9 VB+x h (1+¢) D (1+x)e™
i) cos’x k) cosxsen’x 1) sen®2x
m) log s a,b>0 n) log(l—2x) n) V14’

a—bx’



4.2 Serie de Taylor.
a) Determine la serie de Taylos en x - a hasta el término (x — a)°.

1 e“,a=1

-
2 cosx,a = _
3
3. 1+ x*+x3a=1
4 2 — x+3x2~x*a=—1
c ™
senx,a = —
’ 6
6 t T
anx,a = —
4Ty

b) En cada caso determine la serie de Maclaurin para f(x) mediante el uso de series

conocidas y luego utilicela para calcular £ (0)

() fx) ="
(b) f(x) = e+
(c) f(x)

0 f

(d) f(.I) — eCOS X — o . pCos x—1

(e) f(x) = In(cos” x)

||
=
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Anexo. Ejemplos de ejercicios resueltos y algunas respuestas.
dx

214, Encontrando una sustitucion adecuada resolver ° 1++/X+1

220z
Resolucion: Seaz”= x+1 luego 2zdz = dx, * 1+Z haz la division y adelante:

IL:Z\/X+1—2In(1+\/X+1)+c

1+4/x+1
I\/1+Inxdx
215. Mediante la sustitucion adecuada resolver xInx
Resolucion:
J-\/1+In dx J'
Seaz = Inx luego dz = dx/x: © XInx ahora u? = 1+z luego 2udu =
dz
Jw/1+lnx I\/ 24y _ZIU du—zj(l— Z)du— of y_ LU+l
xIn x 2 -1
A1+1InXx W14z +1 \/1+ In x +1
dx=2-1+z-In— =2/1+Inx -
J. xIn x A J1+z -1 A \/+Inx 1
e dx
216. Resolver = W€ +1
Resolucion: Sea u*=e*+1, 4udu = e*dx:
2x 2x 3 X 3 4 _ 3 7 3
I dx I 4u du je 4u°du :J‘(u 1)4u°du :4I(u6—u2)du=4u——4u—
e +1 u u 7 3
2x
[ X 4y A ge
fe+1 7 3
tin(t +1)dt
217. Resuelva: I (t+1)
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[tin(t+1)dt = i((Z—t)t +2( - In(t+1) +c

Solucion:
I In(2x)dx
218. Resuelva: x?
J- In(2>§)dx _ 1+ In(2x) e
Solucion: X X
xe?*dx
219. Resuelva: ° (2X+1)*
xe2*dx g%
- = +C
Solucién: (2x+1) 4(2x +1)
220. Resuelva: Ixsen(Zx)dx

Solucién: .fxsen(2x)dx = —;xcos 2X+ isean +C

In(tan x)dx
221. Resuelva: J.¥
Senx cos X
., In(tanx)dx 1
Solucion: _[¥ = ZIn(tan x)* +c.
senxcosx 2
dx
222. Resuelva: J. —
COS X + Senx
., dx 1
Solucién: J.—S =—"csc’ x—Incos x + In senx + ¢
COS X + sen°x 2
x* -1
223. Resuelva: '[ ¢
4x° —X
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x3 -1

3

Solucion: I47
X —X

dx = X +1In x—lln(ZX—l)—gln(Zx +1)+cC
4 16 16
224. Resuelva: .[eﬁdx
Solucion: J'eﬁdx =2 (Jx -1 +c

x2dx

\/9—X2

2
Solucién: I X dx —1x\/9—x2+garcsen§+c

Jo—xz 2

226. Calcule el area bajo la curva f(x) = e*, en [1,2].

225, Resuelva: J'

Resolucion: El area corresponde con:

f —e2_e~4.670774171

2
j e*dx =e*
1

El area esta dada en unidades cuadradas, que no se indicaron desde el inicio.
2217. Calcule el area entre f(x) = x* y el eje x en el intervalo [-3,3].
Resolucion: La funcion es impar y cruza el eje en el origen, luego el area se compone

de dos segmentos uno positivo y uno negativo, lo solicitado es:

0 3 3 Wt 3 81
A= —j x3dx +I x3dx :2'[ XCdx =2" | =——=405
-3 0 0 4 2

0

228. Encuentre el area entre la curva | (X) = 3S€N2X~/2—COS2X y o] gje x en [
2/2,0].

Resolucion: Obsérvese la gréafica para la que se ve que f(-z/2)=f(0) y no hay mas

ceros, luego el area solicitada es:
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0 1 3/2
A= [ 3sen2x./2—cos2x dx=- 2 [ Judu = 3u 27 —1~ 4.196152423

23
_ T u=2-c0s2x;du=2sen2xdx 3 _
2 Uy =2—c0s(-xr)=3,u, =2—cos0=1 2 1

(Unidades cuadradas).

\\ /

229. Encuentre el area de la region limitada por las curvas 4x?+y = 4 y x*—y = 1.

Resolucion: Al resolver simultaneamente las ecuaciones presentadas se localizan los
puntos de interseccién, asi si se suman ambas se obtiene x*+4x%-5 = 0, que es una
bicuadratica con solucién en x*= -5y x*= 1, de donde el tnico caso viable es x = -1, x = 1.
Adicionalmente x*+1<4-4x? en (-1,1) de donde:

5L

1 1
A= [(4-4x?) — (x* ~Ddx =[ (5 4x* — x*)dx sx— e X Z10-8_2_693
% % 3 5/, 3 5
230. Encuentre el 4rea limitada por el eje y las curvas x = (y-1)%, y = 3-x,y X= Z\N.

Resolucion: La regidn se ve limitada de la siguiente forma:
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En donde las coordenadas de las intersecciones son: Y = X+l conel ejey (0,1), ésta

con la recta 2/4 con el

3-x=-X+L(2-x)° =x4-5x+x* =0;x=4,x=1 ; pian (1.2):y = X
origen (0,0) y finalmente entre esta parabola y la recta x°/4 = 3-x; X*+4x-12 = (x+6)(x-2) = 0,
en donde es Util x = 2; y el punto de interseccion es (2,1). Por el tipo de superficie generada

es necesario trazar la recta auxiliar x = 1, de donde se obtiene:

3

1 2 2 2 > 3 2 372
X X 2X? X X° X
A= X+1D)—(—)dX+ | B-X)—(=)dx=| —+X——| +|3X—"——
JOD=Caxs [@=0-Cpdx=| “ex { . 121
0
A=?i1-ti6-2-8y_@-t_ 1y o5
3 12 12 2 12
231. Sobre la parabola x = y?, se construye un sélido cuya seccién es un rectangulo con

base sobre la pardbola y su altura es igual la mitad de su ancho. ¢Cudl sera el volumen del

solido? Si se limita por el plano x = 5.

Resolucion:

Aplicando el método de rebanadas se tiene, que una de estas rebanadas tiene el siguiente

volumen:

dv = (ancho de rectangulo)(alto del rectangulo)(espesor de la rebanada) =
(2y)(y)dx = 2y?dx = 2xdx

5
Luego el volumen solicitado es: V = ijdx - XZ‘Z _ 25
0

(unidades cubicas, aunque no se indicaron desde el enunciado).

232. La base de un sélido es la regién entre la curva Y =2VS€NX en el intervalo [0,/
en el eje x. Si la seccion perpendicular al plano xy son triangulos equilateros cuya base va

del eje x a la curva, ¢cuél es el volumen del sélido?
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Resolucion: Visto por arriba el sdlido tiene el siguiente aspecto, en donde la linea

café es un triangulo equilatero con base Y = 2V/S€MX v vértice sobre a linea roja que identifica
la arista generada por todos los vértices de los tridngulos, un triangulo caracteristico se

muestra en la figura.

T y
/| N
/ \
/ \

\ b=y

/,// \\\\ \ yi2 l
/ \\
/ \
\

R ——
h=ysen60°

Con los datos previos se tiene dV = (area de la rebanada)(espesor de la rebanada) =

[y(ysen60°)/2]dx e integrando.
T2 0 V4 V4 T .
V = I%x = \4@]' yZdX = \fJ‘(Zx/SGW)ZdX = \@Jsenxdx =—./3c0s X‘o ~-2./3
0 0 0 0

233. Un solido se forma al hacer girar alrededor del eje y la hipérbola x = 2/y limitada

por las rectas y = 2 e y = 5. Calcula el volumen del sélido.

Resolucion: Al observar la figura, se ve que se puede trazar el rectangulo diferencial

indicado, de donde:

dy
y=2

dV = (drea del disco)(espesor del disco) = (nx*)dy = (4n/y°)dy, y:
5

_ _47{1 _ 1) _bz
; 5 2) 5
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234, Si la parabola f(x) = x?+1, se hace girar sobre el eje x, limitada por las rectas x = —
1yx=1.;Cudl sera el volumen del s6lido?

Resolucion: En la figura se observa como se forma un disco con el rectangulo

sefialado, para el cual:
dV = (drea del disco)(espesor) = (nyz)dx = n(x2+1)2dx

De donde al ser una funcién par:

1 1 5 3 !
V = [2(¢ +1)%dx = 27 (* + 2x* + lx = 27] ~+ 2 x| = 27z(1+ 2+1) _ 7
’ 5 5 3 o 5 3 15
235. La region limitada por la rectay = x y la parébola y = x°. Se hace girar sobre el eje
X. ¢Cual es el volumen limitado por el s6lido?
Resolucion: Considere la figura, en la que al girar se forma una arandela, cuyo
volumen diferencial seré:
dV = (rea del disco mayor — drea del disco menor)(espesor) = (mx*— nx")dx
Como las curvas se intersecan en el punto (1,1)Asi:
L X ) (1 1) 27
Vv =7Z'J(X2 —xNdx =7 = -2 =ﬂ(—j= —
5 3 5), 3 5) 15
dx
>,
236. La regi6n limitada por las curvasy = x> y y = —x* y la recta x = 1, se hace girar

sobre el eje y. ¢Cudl es el volumen del s6lido generado?
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Resolucion: Al considerar el area diferencial mostrada en la figura y girarla sobre el
eje y se forma un tubo que se puede extender como una lamina, las dimensiones de esta

ldmina son:
dV = (alto de la I&mina)(largo de la lamina) espesor = (x*+x*)(2zx)dx

De donde integrando se obtiene:

1 4 6\!
V:27zj(x3+x5)dx:27r XX = =
) 4°6) 6 =
<D
N

237. Calcule la longitud de la curva y = (x?+2)*%/3 desde x = 0 hasta x = 4.

oy [y2 .
Resolucion: Derivando se tiene Y = XVX 2 , luego se tiene:

b 4 4 4
L= [ 1 (F00)2dx = [ L1+ (03 +2)2dx = [ L+ (6 + 2)dx = [ L4+ x* + 26l
a 0 0 0

4 4 3\4
L:j\(1+x2)2dx:_|.1+x2dx: X+ :4+6—4:E
0 0 3 ), 3 3

_ 2
238. Se hace girar la curva F(x)=n/2x-x"1<x<3 sobre el eje x. Calcular el area de
la superficie generada.
f! (X)—i
Resolucién: Se tiene V2x=x° , luego:

S=27r.Tf(x)\/1+(f'(x))zdx=27rji\/2x—x2 1+( 1-x 2)2dx:
[2x - x?

S= ZHI\/ZX X’ 1+(1 2X+2X )dx =27 \ix 3 /(2x X?) +1-2x+ x°dx =
1 X

S = 2;zjdx =4z
1
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239. Calcula el centro de masa del rea entre la curva de f(x) = 9-x* y el eje x.
Resolucion: Para el area infinitesimal indicada se cumple:

; 2 _ : 2 _ _X3 3_ o)
A=j3(9—x)dx_2£(9 x)dx_2(9x 3] =2(27-9) =36

0

{y j;[f(x) f(x) j| Fox = _[(81 18x° +x)dx_(81x 6x° +5J ~129.6

-3 —3 funcion par

Ix dA= Ix[f(x)}jx I x|9—x?|dx =0
-3
funcién impar

Finalmente:
j Yo _[ X, dA
y= A :129'6=3.6, _ A 0
A 36 A
Las coordenadas del centro de gravedad son (0,3.6).
dx
240. Calcule el centroide de la region limitada por un cuarto de circulo.

Resolucion: Considere el area diferencial mostrada, la cual esta limitada a la derecha

por el circulo x?+y>= R%. A = zR%/4 es:

Rl lR 1 3 R R3
[ Xm0 = JE\/ =y (JR*—yldy) =~ [RP—yPdy =2 Rey- Y| =7
A 0 dVA 20 2 3
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X = A = 3 = ﬁ
A Rz 3r
4
Por simetria de la figura:
g 4R )
3z dy
o R
241. Determine el area entre las curvas y = x’+5, y =X’y las rectas x =0 y x = 2.
Solucién: ) 26
I(xz +5-x%)dx="=
0 3
242. Calcular la longitud del arco de la parabola y*= 2x desde el origen hasta el punto
en que X = a.
Solucion:

[z
I L+ y?dy = ;(\ 2a-/1+ 2a +arcsen(~/2a))
0

En realidad son dos arcos el inferior y el superior, por lo que también se podra considerar
el doble de lo mostrado como una respuesta correcta, ya que el integral resuelta Unicamente se

considerd el arco superior de la parabola.
243. Determine el area entre las curvas y = —-x* y y = x’-8.

Solucién;

f o o 64
[ = (x ~8))dx="

-2

244, Calcular la longitud del arco de la curva y = Inx desde x = 3 ax= \@.

Solucién:

/8
[ 1+ 1 dx=1.202732554
Alox
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245. Dos cilindros rectos de igual radio se intersecan de tal forma que sus ejes se cruzan

formando un angulo recto. Calcular el volumen de la interseccion.

Solucién: N 5
sj(R2 —x2)dx = 16R
0
246. Determine el area del segmento de la parabola y = x* cortado por la recta y = 2x+3.
‘ 32
Solucion: I(2x+3—x2)dx:?
-1
247. Una figura limitada por los arcos y = x* y y* = X, gira alrededor del eje y. Calcule el

volumen del cuerpo generado.

Solucion:
h 3z
27| X(/x = x*)dx = ==
! (x=x)dx ="
248. Calcular el &rea bajo la parabola clibica y = x>~4x+5, limitada por las rectas x = 3
yX =5,
Solucion:
5
[ —4x+5)dx =114
3
249. Encontrar y = f(x), si f’(x) =x*2, f(4) =2, f(0)=0.
Solucion:
f(x) = — 4./x +3x
1 x?
o _ f)=—759(x)="-
250. Calcular el area limitada por las funciones 1+x 2
Solucién:
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o1 X
[| <=7 |dx=1.2374629934
X+l 2

251. El area limitada en el primer cuadrante paray = xe* ; x =1yy =0, gira sobre el

eje Xx. Calcular el volumen del s6lido generado.

Soluciodn:

1
7 j (xe*)?dx = 5.0179529259
0

252. ¢Con que velocidad inicial debe ser lanzado un objeto desde el suelo hacia arriba

verticalmente, para alcanzar una altura maxima de 550 m?

Solucién:
V(o) = 103.82 m/seg
253. Calcular el 4rea limitada por las dos ramas de (y—x)?= x° y la recta x = 4.
Solucion:
4 S -—
J ((x + VxS ) - (x -V x5 )) dx =73.14285714285714
0
254, Calcular el area limitada por el eje y y las curvas y = tan(x); y = (2/3)cosx.
Solucion:
716 2
— _[ (tanx — gcos x)dx = 0.8949449
0
2
255. Calcular la longitud del arco de la curva ¥ = INA=X%) en0,1/2].
Solucion:
1/2
[ +/1+(D, In@— ) dx = 0.598612288
0
256. Calcular el &rea por y = 2x%*, y y = -x’e*.
Solucién:
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0
— [(e* + x%")dx = 0.2106120693
-2

257. Calcular el area de la figura limitada por y = Inx/(4x), y = xInx.

Soluciodn:

2
[ (x Inx — 'ZX X = 0535437758
X

1/2

258. Sobre el eje x se hace girar la superficie limitada por x =0, x = 1y y = sen”'x.

Calcular el volumen generado.

Solucién:
w2 1
2 j y(1—seny)dy = ﬁf(arcsenx)zdx =1.4683838
0 0
259. Calcule el 4rea de la superficie de revolucién formada al girar la parabola y* = 8x,

desde su vértice hasta x = 6, alrededor del eje x.

Solucion:
6 2
4 224r
2| \8X 1+ — | dx=—"—""—
! ha (@ j 3
260. Una funcién y = f(x), tiene una segunda derivada f”’(x) = 6 (x —1). Encuentre la

funcion si su grafica pasa por el punto (2,1) y en ese punto es tangente a la recta 3x-y-5 =
0.

Solucién;
f(x) = (x-1)°
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