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Céalculo Integral
Introduccion

Buscando la comprension del significado de la integral se propone un tratamiento
gue comience por lo concreto y pase luego a lo abstracto, asi se sugiere que la
integral definida se estudie antes de la indefinida puesto que aquélla puede ser
abordada a partir del acto concreto de medir areas.

Se incluye la notacién sumatoria para que el alumno la conozca y la maneje en la
representacion de sumas de Riemann. La funcion primitiva se define junto con el
Teorema Fundamental por estar intimamente ligados. Las integrales impropias se
ubican en esta unidad por ser un caso de integral definida, para aprovechar el
contexto.

Una vez que se abordd la construccion conceptual de la integral definida, se
estudian la integral indefinida y los métodos de integracién, para tener mas
herramientas en la construccion de la antiderivada, necesaria para aplicar el
Teorema Fundamental.

Las aplicaciones incluidas en el temario son las basicas, adecuadas a las
competencias previas de los estudiantes, con el objetivo que sean ellos quienes
planteen por si mismos la integral a aplicar y resolver. Se complementa el
tratamiento de aplicaciones con la identificacion, por parte del alumno, de la
integral en diferentes temas de ingenieria. Se incluye la serie de Taylor puesto que
el calculo de algunas integrales se facilita o posibilita representando la funcion a
integrar como una serie de potencias.



Unidad |
Teorema fundamental del célculo

1.1 Medicién aproximada de figuras amorfas.
1.2 Notacion sumatoria.

1.3 Sumas de Riemann.

1.4 Definicion de integral definida.

1.5 Teorema de existencia.

1.6 Propiedades de la integral definida.

1.7 Funcién primitiva.

1.8 Teorema fundamental del calculo.

1.9 Calculo de integrales definidas.

1.10 Integrales Impropias.

Objetivos:

Contextualizar el concepto de integral definida.
Visualizar la relacién entre calculo diferencial y el célculo integral.
Calcular integrales definidas.

El teorema fundamental del calculo consiste (intuitivamente) en la afirmacion de
que la derivacion e integracion de una funcidon son operaciones inversas. Esto
significa que toda funcién continua integrable verifica que la integral de su
derivada es igual a ella misma.

El teorema es fundamental porque hasta entonces el calculo aproximado de areas
-integrales- en el que se venia trabajando desde Arquimedes, era una rama de las
matematicas que se seguia por separado al calculo diferencial que se venia
desarrollando por Isaac Newton, Isaac Barrow y Gottfried Leibniz en el siglo XVIII
y dio lugar a conceptos como el de las derivadas. Las integrales eran investigadas
como formas de estudiar areas y volumenes, hasta que en este punto de la
historia ambas ramas convergen, al demostrarse que el estudio del "area bajo una
funcion" estaba intimamente vinculado al calculo diferencial, resultando la
integracion, la operacion inversa a la derivacion.

1.1 Medicion aproximada de figuras amorfas.
Intuiciébn geométrica

Supongase que se tiene una funcion continua y = f(X) y que su representacion
grafica es una curva. Entonces, para cada valor de x tiene sentido de manera
intuitiva pensar que existe una funcion A(x) que representa el area bajo la curva
entre 0 y x aln sin conocer su expresion.



y=f(x)

Alx+h) - A(x)

e T:::I n

area = AQX)

DL -

Supdngase ahora que se quiere calcular el area bajo la curva entre x y x+h. Se
podria hacer hallando el area entre 0 y x+h y luego restando el area entre 0 y x.
En resumen, el &rea seria A(x+h) — A(x).

Otra manera de estimar esta misma area es multiplicar h por f(x) para hallar el
area de un rectangulo que coincide aproximadamente con la region. Notese que la
aproximacion al area buscada es mas precisa cuanto mas pequefio sea el valor de
h.

Para aproximar el area de una figura amorfa, se divide la figura en una cierta
cantidad de pequefos rectangulos, para obtener el area de cada uno de ellos y
después sumarlos.

1.2 Notacion sumatoria.
Los numeros cuya suma se indica en una notacidon sigma pueden ser naturales,
complejos u objetos mateméaticos mas complicados. Si la suma tiene un namero
infinito de términos, se conoce como serie infinita.
Dada una sucesion:

01,000,030 4,05,
Esta se puede representar como la suma de los nprimeros términos con la
notacion de sumatoria 0 notacion sigma. El nombre de esta notacién se

denomina de la letra griega >~ (sigma mayuscula, que corresponde a nuestra S
de "suma"). La notacion sigma es de la siguiente manera:



m
Z Gy = al—i—ag—i—ag—i—a%—i—%—l—...—i—an
E=1

La ecuacion anterior se lee la "suma de ax desde k=1 hasta k=mn." Latetra
k es el indice de la suma o variable de la sumatoria y se reemplaza k en la
ecuaciéon después de sigma, por los enteros 1, 2, 3, 4, 5, ...., n, y se suman las
expresiones que resulten, con lo que resulte del lado derecho de la ecuacion

5
2 K

Ejemplo 1: Calcule la siguiente Serie: k=1

Solucién:

B
Z k2=12492432 142452 11449116425 =55

51
2.

Ejemplo 2:
Solucion:
25:1_1 1.1 2041541247
- ;,—3 T4 T5=[3)@)5) — 60

Ejemplo 3: z=5
Solucién:

10

Zi — 5+6+7+8+9410 = 45
1=5
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Ejemplo 4: h
Solucion:

6
Zz+2+2+2+2+2:12
F=1

Ejemplo 5: Exprese cada suma en notacion sigma:
(a) 53463473 4834934103
Solucioén:

10
53+634+73+834934103 =) " 43
J=5

Ejemplo 6
(b) V3+VE+VE 4. +TT

Solucién:

77
VIHVE4AVE4. TT = Z V&
k=23

Sin embargo, no hay forma Unica de escribir una suma en notacién sigma, también
la podemos representar de la siguiente manera:

Solucioén

i (5+75)°

(@) 3=0



Las siguientes propiedades son resultado natural de las propiedades de los

numeros naturales.
Propiedades de las sumas
Sean las sucesiones
A1y Eoyol g0
y

b1,09,03,04,05,...

Entonces, para todo entero positivo “n

T Tl T
> (aptbe)=D ap+) by
1 =" =

1. k=
T T
ZC%:C(Z%}

3. 1=1 =1

Zﬂ: {ﬁg} _ n(n+1)(2n+1)
5:=1 °

1.3 Sumas de Riemann

Suma de Riemann

y todo numero real “c

', sabemos:
Z (a -—bj:l Zn: a -—Zb

2. 1=1 7=1 9=1

Z l:ﬂ:l _ ﬂ(ﬂ;—lj

4. =1

Z': 3} {n[n—i-ljjlg

6.:=1

Sea f una funcién en [a, b] y tomemos una particion del intervalo [a, b], que

denotaremos por P = {Xo = a, Xi,...,
una suma de la forma:

if (te) (Th — Th—1)

k=1

con Tu—1 =ty < Ty

Xn = b} entonces llamamos suma de Riemann a



De manera intuitiva esta suma representa la suma de areas de rectangulos con
base xi - Xk.1 Y altura f(ts). Simbolizamos esta suma como S(P, f), también se utiliza
la notacidbn mas extensa pero mas explicita:

S(P. f,{t:i}iz)
1.4 Definicién de integral definida.
Definicion:
Dada f(x) una funcién contintia y positiva en el intervalo [a, b]. Se define la integral

definida, en el intervalo [a, b], como el area limitada por las rectas x=a, x=b, el eje
OXy la grafica de f(x) y se nota

| dx

Si f(x) es una funcion continua y negativa en el intervalo [a, b] entonces se define
la integral definida, en el intervalo [a, b], como el valor del area limitada por las
rectas x =a, x =b, el eje OXy la grafica de f(x), cambiado de signo.

Por lo tanto, se puede decir que A(x+h) — A(X) es aproximadamente igual a f(x)-h,
y que la precisién de esta aproximacién mejora al disminuir el valor de h. En otras
palabras, f(x)-h = A(x+h) - A(x), convirtiéndose esta aproximacion en igualdad
cuando h tiende a 0 como limite.



1.5 Teorema de existencia.

Cuando f(x) es la razon de cambio de la funcion F(x) y f(x) = 0 en [a, b] entonces la
integral definida tiene la siguiente interpretacion:

f:f(x)dx = cambio total en F(x) cuando x cambia de “a” a “b".

Decir que f(x) es la razén de cambio de F(x) significa que f(x) es la derivada de
F(X) o equivalentemente que F(x) es una primitiva de f(x). El cambio total en F(x)
cuando x cambia de “a” a “b” es la diferencia entre el valor de F al final y el valor
de F al principio, es decir, F(b) - F(a).

[2 F(x)dx = F(b) - F(a).

1.6 Propiedades de la integral definida.

La integral de la suma de dos funciones es igual a la suma de las integrales de
dichas funciones:

h b b
./l[f(,r)-l—gl[.ﬂ'))-{l:r:/ f(,r]~cl,r+-/ g(x)-dr

La integral del producto de un numero real k por una funcién es igual al
producto de k por la integral de dicha funcion:

h b
/ k-f{x) -dr = ﬂ[ f(x) dr

En una integral definida el limite superior de integraciéon puede ser menor que el
limite inferior de integracion y

b £l
/ f[.r]rfl.rz—f f{x) dr
a b

Si hacemos a = b, en la igualdad anterior se tiene que
/ f(z)-dr = —f f(x)-dr

10



Como el Unico nimero que coincide con su opuesto es el cero, llegamos a la
conclusion de que

/ f(z)-der =0

para cualquier numero real a.

Dados tres numeros reales cualesquiera, a, b, ¢ con a <b <c, se tiene que:

IS b o
f f(,r]~f1.r=/f|:.r:|~r1.r+/ f{z)- dr
a a b

Si en el intervalo (a, b) la funcidon f es mayor o igual que la funcion £ entonces

ff(.r]-fl.rﬁ[ gla)-dr

En particular, si f(x) =0.%x € (a.b) entonces

b
/ f{ax) - dr =0

Analogamente, si U= f(x).Vr € (a.b) entonces

b
{}2-/ f(x)- dr

Si en el intervalo ( @: &) |a funcién fes mayor que la funcion Eentonces

h b
/f[.r)-{l.riz:-/ glax)-dr

En particular, si () >0.%r € (a.b) entonces

b
f ftlx) -de =0

Analogamente, si 0 > f(x).Vr € (a.b) entonces

11



b
{}}f f{x)- dr

Ejemplo 1

2 2 2
f {.;'-I—l]lwl.ﬂ':].r'wlx—i-f 1-dx
1 1 1
Ejemplo 2

2 2
/5-[.r+1]-<1.r=5-[ (z+1) dr
1 1
Ejemplo 3

3 2
/ |[.:'+1]~(Lr=fI[.r+1)-d.r=[]
3 2

Ejemplo 4

flg(.;-+1]~¢r=—/;(.;-Jrlyd.r

Ejemplo 5

3 ]
Como <>, %x € (0.1) secumple que

1 1
2
f T-dr = / r° - dr
1] i

Ejemplo 6

Como r+1=0 Yre ( 1. Ej’ se Cump|e que

2
f (r+1)-de=0
1

12



1.7 Funcion primitiva.

La integracion es la operacion inversa de la derivacion.

Dada una funcion f(x), diremos que F(x) es una primitiva suya si
F'(x)=f(x)

Nota: La primitiva de una funcién no es Unica; por ejemplo, si f(x)=3x?, entonces
F1(X)=x + ¢1

Fo(X)=x3+ Co.

Propiedad: Si F1(X) y F2(x) son primitivas de una misma funcion f(x), entonces se
diferencian en una constante; o sea

F1(x) - F2(X) = ¢1 — 2 = cte.

Demostracion:
F'X)=F'(X)=f(x) =F'X-F'(xX)=0 vVx=(F-F,")(X)=0 WX
= (F-F,)(X)=cte Vx= F,(x)-F,(x)=cte WVx.

Si una funcién f(x) tiene una funcidon primitiva F(x), entonces admite infinitas
primitivas, cuyas expresiones seran

F(x)+K
siendo K una constante arbitraria.

Al conjunto de todas las primitivas de f(x), se le llama integral indefinida de f(x) y
se le denota mediante

j f (x)dx.
Por ejemplo:

I3x2dx =x*+K siendo K una constante arbitraria.

Si existe la integral indefinida de una funcion, se dice que ésta es integrable.

13



1.8 Teorema fundamental del célculo.

El Teorema fundamental del calculo integral dice que la integral de una funcién
es la inversa de la derivada, es decir, la derivada de la integral de la funcion es
igual a la funcion.

Si f es continua en [’3“: ] , la funcion F' esta definida por:

b
F(,I‘:l:ff{,ﬂ:ldﬁ‘ a<z<h

es continua en [‘1: ]

y derivable en (@,b)
y F@)=f@

Si f es continua en [ﬂ*: ] , entonces:

b
1@z =r)-F@

!
en donde F'es cualquier antiderivada de f, esto es, £ =7

Sea

o= [F@s
Sabemos que
g'(z) = f(=)

Si F'es cualquier antiderivada de fen [55‘: ] donde F y g difieren en una
constante.

Decimos que:

14



Flr)=g(z)4c a<z<b
Segundo teorema fundamental del calculo infinitesimal

Si f es integrable sobre [a, b] y f = F' para alguna funcion F, entonces

J 7 Gtz = F(b) - (@) (30)

Esta igualdad es la famosa formula de Newton y Leibnitz, que reduce el problema
de calcular la integral definida de una funcion a la obtencion de una primitiva de la
misma, y constituye asi un enlace entre el célculo diferencial y el integral.

Muchos de los problemas concretos estudiados por los mas grandes matematicos
se resuelven automaticamente con esta férmula, que establece sencillamente que
la integral definida de la funcion f (x) en el intervalo [a, b] es igual a la diferencia

entre los valores de cualquiera de sus primitivas en los extremos superior e inferior
del intervalo. La diferencia (30) se acostumbra a escribir asi:

F(x)E = F(b) - Fia)

1.9 Calculo de integrales definidas.

Se obtiene la integral F(X) y se evalla en los limites:

F(x)fz = F(b) - Fia)

€1

a o x3 a3 0 a3

dexz— =———=—

0 3 3 3 3
0

Ejemplos

1. Seaf (x) =c, una constante, y f (x) = cx; tendremos

15



b b
chx=cx =cib—a)
d @

2. Seaf(x) =xyf(x)=1/2 x* tendremos

3 25 23
=——ﬂ=_

5 1
_rxdx=—x2
0 2 2

0 2

3. Seaf(x)=x>yf(x) = 1/4 x*; tendremos

3 81 1
A Ty
4 4

Calcule las siguientes integrales definidas:

1 zﬁid 5
3 ID[Ex—B)dx ) L = o o _|'1EJ><—1 i
[° (x=2)xr 1) [l 2
w— 2w+ 1)dx +
| Llaare ok o fle2selo
0
E 3
| ‘I‘;(Qa+1)4 i, h) L % nx o ) _[D senx dx
g
T 2 0 dx
i) J‘;(_KE +x=1)dx k) ‘r_g[gt_zj at ) \[3 H+ 2x

m) In cos(2x)dx

1.10 Integrales Impropias.

La integral definida de a y b.

b

ff(x)dx; se llama integral impropia, si ocurre alguna de estas circunstancias:

a

16



1. Elintegrando f(x) tiene uno o mas puntos de discontinuidad en el intervalo
dondea < x < b.

2. Al menos uno de los limites de integracion es infinito.

Integrando discontinuo.

Si f(x) es continua en el intervalo donde b < x < a pero discontinua en x = b se
tiene:

b b
jf(x)dx = li‘(}l f f(x)dx
&
a a
En el supuesto que el limite exista.

Si f(x) es continua en el intervalo a < x < b y se tiene que es una discontinua en
x=a.

b b
jf(x)dx = slirgl ff(x)dx

ate
Limites infinitos de integracion.

Si f(x) es continua en todo el intervalo a < x < u se define como:

foof(x)dx = Llli_)rglojuf(x)dx

Si f(x) es continua en el intervalo u < x < b la definimos como:
b b
jf(x)dx = lim jf(x)dx
X—>—00
o u

17



Unidad Il

Integral indefinida y
Métodos de integracion

2.1 Definicién de integral indefinida.

2.2 Propiedades de integrales indefinidas.
2.3 Calculo de integrales indefinidas.
2.3.1 Directas.

2.3.2 Con cambio de variable.

2.3.3 Trigonométricas.

2.3.4 Por partes.

2.3.5 Por sustitucion trigonométrica.

2.3.6 Por fracciones parciales.

Objetivo

Discernir cual método puede ser mas adecuado para resolver una integral dada y
resolverla usandolo.

Determinar una funcion primitiva.

2.1 Definicion de integral indefinida.

Es el proceso contrario a la derivacion.

Dada una funcion f(x), se trata de calcular otra F(x) tal que F'(x) = f(x)

Ejemplo: La derivada de  y = 5x esy=5
La derivada de y = 5x+3 esy=5
La derivada de y =5x-2 esy' =5

Segun la anterior definicion, se puede decir que la integral de
5 es 5X+3 S5Xx-2
Por ello se abrevia diciendo que la integral de 5 es 5x+cte.

El conjunto de todas las primitivas de una funcibn se denomina integral
indefinida, y se representa:

18



[ #Gedax

. Sdr =5
En nuestro ejemplo -[ e

en donde dx indica cual es la variable (en este caso solo existe una posible) y c es
la cte.

Cualquier tabla de derivadas, leida al contrario, se convierte en una tabla de
integrales.

2.2 Propiedades de integrales indefinidas.

PROPIEDADES

[ £ioe= Ay

1. La integral de la derivada de una funcion es la funcion

2. La integral de la suma o diferencia de funciones es la suma o diferencia de las
integrales de las funciones:

[Lrtnt gl = [ fixdrt [ e(xd

3. La integral del producto de una constante por una funcién es el producto de la
cte por la integral de la funcién:

J e £ = e f ()

2.3 Célculo de integrales indefinidas.
2.3.1 Directas.

TIPOS DE INTEGRALES.

1. TIPO POTENCIAL

X

Ix"cﬂx= +

1+ 1

siendo n diferente a -1

19



4

Ejemplos: _le’a‘x=x?+r: _[Da‘:c=c Ikc:‘:r=k‘x+-:‘

Si en vez de ser x es una funcién de x:

[ 77y e = *c

Aty
n+l1

Ejemplo:

I(ﬁx}ldx=é_|'(5x}’ Sedx =%+c

En el caso de ser n=-1, tenemos una integral de tipo logaritmico, como veremos

posteriormente.

3. TIPO EXPONENCIAL.
je“du =e+c
y en el caso de tratarse de una funcion:

Ejemplos:

13111
2ln3

_I'e"dx=13_|'e"-3:;i'x=%e"+c_[3“a‘x=%_[3“-2dx= +c

3. TIPO LOGARITMICO.

Es el caso comentado en las de tipo potencial cuando

I%dx=]n|x|+c I-J?((de=]n|f(x}|+c

20



Ejemplos:

sen(x} 52n 3
Iig(x}dx Icns(x} Icns(x} dx = —In|cos(x)|+¢

co s(x}

Icrg(x}dx _[ a‘x = In|sen x|+ ¢

4. TIPO SENO.

Isen(x}dx =—cosxi+¢ Isenf(x}-f'(x}dx =—cosf(x)+¢

5. TIPO COSENO.

Icns(x}a‘x= SNl X+ e _[cnsf(x}-f'(x}dx=senf(x}+c

6. TIPO TANGENTE.

[1+187 (r)cde =tg0x) +¢ [li+1g? roolrooac =g 70+

y por lo tanto:

'[cns 0
[ S
cos’ fx

= Isec (Kide =1 +¢

dx= [sec® f(x)f'(x)dx = tg(x)+e

7. TIPO COTANGENTE.

I—(1+cnt‘ x}a‘x=_[— = I cosec (xde = col{x)+¢

52K (x}

J'x)

1 1 dr= |-
J-lveor shrona= [- 52

— = _dr= _[ coses® iy ide =cot fl+e

21



8. TIPO ARCOSENO.

_[ ixx: = aresen(x)+c If—.%=arcsenf(x)+c
9. TIPO ARCOTANGENTE
J-lffr‘ = arelg(x)+¢ II{I?‘:?; = aretagfin)+c
EJERCICIOS:
[
x? ) J'4a1x J'_Jgdx

1. I;ﬁ:Ix-?dx:i_IHZ. [ads=dxseg [odx=[xfB+c

I(2+lea‘x IE‘dx

4. I[2+ledx=_|-(4+f +4x:b5f=%l” +2r° +4x+.::5. I3‘dr=%+c

[3/3c7 ax

30 edx X :

! N - L

.[3:‘:&11'=.|-3"31ﬂ11'=9.|-3‘=93—+£ E
6. i 7, 3

J-cns’ prers

Icns“ m‘x=.|'1+c':'52xdx=£+ sendy

2 2
¥ que:

l=sen’r+cos'
cosdx = cos’ x—sen’x
surpandn:
l+cosdr=Z2cos* r
2 1+ cosdx
cos' x =

8. 2

E’ 3t e
i)

22



2.3.2 Con cambio de variable.

El método de integracién por sustitucion o por cambio de variable se basa en
realizar un reemplazo de variables adecuado que permita convertir el integrando
en algo sencillo con una integral o antiderivada simple. En muchos casos, donde
las integrales no son triviales, se puede llevar a una integral de tabla para
encontrar facilmente su primitiva. Este método realiza lo opuesto a la regla de la
cadena en la derivacion.

Procedimiento practico

Supongamos que la integral a resolver es:

3
f rcos(2r? + 3)dr

-2

. a2 | .
En la integral reemplazamos 22~ + 3 =u

3
f r cos(u )dr

-2

Ahora necesitamos sustituir también dx para que la integral quede sélo en
funcion de u:

2 . .
Tenemos que 2&° + 3 = upor tanto derivando se obtiene 4xdr = du

Se despeja
du
dr = —
da

y se agrega donde corresponde en:

/‘3 ( ,]du
_Erms U P

Simplificando:

3 du
/ cos(ujz

—2

Debemos considerar si la sustitucion fue util y por tanto se llegé a una forma
mejor, o por el contrario empeord las cosas. Luego de adquirir practica en esta
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operacion, se puede realizar mentalmente. En este caso queddé de una manera
mas sencilla dado que la primitiva del coseno es el seno.

Como ultimo paso debemos modificar los limites de integracion. Sustituimos x por
el limite de integracion y obtenemos uno nuevo.

. 2 .
En este caso, como se hizo U = 2z + 3

P P 2 r q -
U = 3(—3) 3=11 (limite inferior)

Uo = 2[:3)2

3=21 " (imite superior)

Luego de realizar esta operacion con ambos limites la integral queda de una forma
final:

21

1
- cos(u)du = —(sen(21) —sen(11))
4 J1 4

Supongamos ahora que la integral a resolver es:

1
f 5+ 3cos(x) da

Cuando las integrales son de tipo racional e involucra funciones trigonomeétricas,
digase: sen(x) y cos(x) la sustitucion conveniente resulta ser % = tan(z/2).

iU 1

—— cos(x/2) = ——
v1+u? (z/2) v 1+ u?
Entonces (por Teorema de la suma y la resta)

cos(z) = cos’(x/2) — sin”(z/2) = i;—zz

sin(xz/2) =

por otra parte
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2du
1+ u®

1
du = 5 SEGE(I/Q)da:O dr = 2cos’(x/2)du =

la integral queda después de dicha sustitucion:

du 1 1 1
f 2113 arctan(u/2) + ¢ = 5 a,rct-a,n(i tan(z/2)) + ¢

2.3.3 Trigonomeétricas.

Integral que contiene potencias de senos y cosenos
f sen’x % cos " xdr

En general, se intenta escribir un integrando en el que intervienen potencias de
seno y coseno en una forma donde se tiene solo un factor seno (y el resto de la
expresion en términos de coseno) o solo un factor coseno (y el resto de la
expresion en términos de seno).

La identidad sen’x + cos’x = 1

permite convertir de una parte a otra entre potencias pares de seno y coseno.

Se tienen 3 casos:

Cuando n es impar

Cuando n=2k+1

Se puede apartar un factor del seno y sustituirlo por la identidad

sen’x = 1 - cos?x

Para poder expresar los factores restantes en términos del coseno:

Dhet1
fsen Ty % cos™ xdx

/senzkx * oS8T * Sentdr
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/(senzx)k * o8’ T * senxdr

f(l — cos”x)" % cos™ x * senzdz

Al tener el integrando de esta forma se puede resolver por medio de sustitucion
haciendo:
u = cos(x), du = - sen(x)dx

Como en la expresion no se tiene un - sen(x)dx
Se multiplica ambos lados por (- 1) vy queda la expresion - du = sen(x)dx

La cual se puede sustituir:

— f(l —u?)* xu™du

Cuando m es impar

Cuando m=2k+1, se puede dela misma manera apartar un factor de coseno
y emplear cos’x = + sen® para poder expresar los factores restantes en
términos del senx:

Dh+1
fSEﬂﬂI x cos™ T adr
T 2k
SEN T % CcOS T % cosTdr
n 2 &
sen”x x (cos“x)" * cosxda

2 _\k
fSEﬂﬂiE * (1 — sen"x)” * cosxdx

al haceru=senx y du=cosxdx se tiene
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/uﬂ' ¥ (1 —u®)*du

Cuando m y n son pares

Cuando dichas potencias son pares alavez n=2k vy
aplicar las identidades de la mitad de angulo

11 SR U S
SEN T = — — —CO8LT CO8™r = < + —CoSLx
2 2 2 2
algunas veces nos sera util utilizar la identidad
1
SENT * COST = Esenh:

2 ok
fco& Prx sen™rdx

](CGEEI)P % (sen’z)*da
seria igual a:

1 1 1 1
B Po[=_Z k
f[g + 2(:@52:1:] * [2 2&352:1:] dx

Ejemplo

Determine

f sen’x cos’rdr.

m = 2p, se puede

Solucion Lo primero que tenemos que ver es que la potencia impar la tiene la
funcién seno, esto nos hace notar que estamos en el primer caso que describimos

arriba, entonces aplicamos el algoritmo,

5 2 2,02 2 2.2 2
sen’r cos x = (sen”x)” cos”x senx = (1 — cos™x)" cos” x senx

Sustituyendo % = cosx ,tenemos du = —sen xdr

luego
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5 2 4 2
f&en T cox” xdr = fsen T cos”xsent dx

= f(l — cos’x)? cos’x sena dx

= [(1- ) (~du) = — [(u® — 2u* + u®)du

u? 2ut u’
__(_3)_—5 -|-—?—|-C*
_ ]' 3 2 b T C
_—3CGS :-::—1—56.05 I—?CGS T+ G

Integrales que contiene potencias de tangentes y secantes
fSECﬂiE x tan’" xdr

Se puede usar una estrategia similar a la anterior.

Puesto que:

d
(=—)tanx = sec’x

dr

Se puede separar un factor  sec®x y convertir la potencia restante (par)
de la secante en una expresion relacionada con la tangente por medio de la
identidad:

sec® = 1 + tan®x

O bien, puesto que:

()

secr = secxrtana

se puede separar un factor secxtanx y convertir la potencia restante (par)
de tangente a secante.
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Se tienen 5 casos:
1. Cuando n es par

n = 2k separar un factor de sec’  y utilice secx =1 +tan’x  para lograr
expresar los factores restantes en términos de tanx:

2
fsec T * tan" rdx
fsec%_zi: «tan™x x sec® vdx
9 k-1 9
f{sec ) wtan™x x sec”xdx

f[l + tan’z]* 7' x tan™ = x sec” vda

De esta manera podemos hacer u = tanx y du = sec?xdx y el integral
quedaria asi:

f[l + w7« u"du

2. Cuando m es impar

m = 2k + 1 apartar un factor de  secxtanx y emplear tan’x = sec’x - 1
para poder expresar los factores que restan en términos de secx:

k41
/secﬂ‘x * tan“" T xdx
n—1 2
sec’ 1 xtan "1 % sect * tanxdx
n—1 2 k
sec" " xx (sec’x — 1) % secx * tanzdx
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De esta manera podemos hacer u =secx Yy du = secx * tanxdx y nos
queda

fu”_l * (L-r,2 — l)kdu

4. Latangente tiene potencia par

ftcm%;td;t
fta.n%_gx « tan’zdr
ftcm%_zzr, % (sec’r — 1)da

he—2 2 2 —2
fttm T * sec rdr — ff.a.n xdr

2k4+1

sec xdr

4. La Secante tiene potencia impar ./

Al encontrarnos con este caso debemos integrar por partes.

5. Cuando nocabeenl, 2, 3,4

Al no encontrar la forma de ninguno de los pasos anteriores deberemos trasladarlo
a senx 'y cosxrecordando que:

1
Secr =
COST
SENT
tanr =
COST
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Para otros casos, las directrices no son tan claras. Podria ser necesario usar
identidades, integracion por partes y, ocasionalmente, un poco de inventiva.

A veces sera necesario poder integrar tanx por medio de la férmula
establecida:

ff-ﬂﬂitd:r = In|secx| + C
Se necesitard también la integral indefinida de la secante:
fsec;rdx = In|secx 4 tanzx| + C

Esta ultima se podria comprobar mediante la derivacién de lado derecho, o como
sigue:

Primero se multiplican numerador y denominador por secx + tanx :

secr + tanx
secrdr = | secx dx
secr + tanx

f secr + secrtant
= e

secr 4+ tanx

Si se sustituye u = secx + tanx, después du = (secxtanx + sec?x)dx,
también, la integral se convierte en:

1
[G)du=tnju| +C

Asi, se tiene:
fsec:rdm = In|secx + tanzx| + C

2.3.4 Por partes.
El método de integracion por partes es:

Eligiendo adecuadamente los valores de 4 y du, puede simplificarse mucho la
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b b
b

f udy = ut‘|ﬂ—f vdu

solucién de la a a .

d(uv) = udv + vdu

b
fu(dv) = uv —f vdu

Para hacer mas comprensible lo anterior se tiene:
Hallar j xlnxdx

Para utilizar la férmula de la integracion por partes, se debe dividir el integrando
xIlnxdx en dos partes u y dv, de manera que se pueda hallar facilmente v por
integracion y también resulte facil hallar [ vdu. En este ejemplo, sea

u = Inx y dv = xdx. Entonces se tiene que v = %xz y se observa que du = %dx.
Luego, la férmula de la integracion por partes da:

fxlnxdx = fudv =uv — f vdu = (Inx) (%x2> - f%xz (%dx)

_1 Zl 1j-d_12l 2+
—zx nx > xx—zx nx 4x C

= 1xz(Zlnx -1 +c
4
EJEMPLOS:
1.jx2e‘xdx = —x?%e7* —j—e‘xedx

u = x? dv = e *dx

du=2xdx v=-—-e*

= —x%e* + ZJxe‘xdx

u=x dv = e *dx
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du =2xdx v=—e™*

= —x%e X +2xe X =2 f e *dx

=—xfe*—2xe *—-2e*+c¢

2.szsenxdx = —x?cosx — f —2xcosxdx

2

u=x dv = senxdx

du = 2xdx UV = —COSX
= x?cosx + 2 j xcosxdx

u==x dv = cosxdx

du =dx v = senx

= x%cosx +2 [xsenx - f senxdx]

= x?cosx + 2xsenx — 2 f senxdx

= x%cosx + 2xsenx + 2cosx + ¢

1 2
B.Iezxcos?)xdx = §ezxsen3x — fgezxseandx

u=-e dv = cos3xdx

du = 2e?* v= ésen3x

1 2
feszOSBxdx = §ezxsen3x — §f e**sen3x
u=-e dv = sen3x

du = 2e**dx v= —§cos3x



1 2 1 2
e**cos3xdx = §e2x5en3x ~3 [— §e2xcos3x + jgezxcosiﬂxdx

1 2 4
J- e**cos3xdx = §e2x5en3x + aezxcosiﬂx —af e?*cos3xdx

4 1 2
e?*cos3xdx + 5] e**cos3xdx = §e2x5en3x + aezxcosiﬂx

13 1 2
—f e?*cos3xdx =—e**sen3x + —e**cos3x
9 3 9
1 e**sen3x + %ezxcos?)x
e?*cos3xdx =
3
9

—_—

e**cos3xdx = iez"sean + iez"cos?)x +c
13 13

=13 [3sen3x + 2cos3x] + ¢

1 1x3
4.]x21nxdx =—x3lnx—j——dx
3 3 x
u = lnx dv = x?dx
1
du = —dx v==x3
X 3

1 1
=—x3lnx — §jx2dx

3
1 111

= _ 43 — =43
3xlnx 3[3x]+c
1

1
= §x3lnx —§x3 +c

2.3.5 Por sustitucion trigonomeétrica.

A menudo es posible hallar la antiderivada de una funcion cuando el integrando

presenta expresiones de la forma:
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«J".:zz -5, \r'.:;::‘ +u®, Sbien Afu’ —a®; dondea >0 v u esunafuncién de x.

1) Si un integrando contiene Va2 — x2, sustituir x=a senz.
2) Siun integrando contiene va? + x2, sustituir x=a tanz.
3) Si unintegrando contiene Vx? — a?, sustituir x=a secz.

Mas general un integrando que contenga las formas de: Va2 — b2x2, Va2 + b2%x?2

0 Vb%x? — a?, pero ningln otro factor irracional puede ser transformado en otro
gue contenga funciones trigonométricas de una nueva variable como sigue:

CAMBIOS A REALIZAR POR SUSTITUCION TRIGONOMETRICA

Para: Usar: Obtener:
Ja? —b2x? X == senz aV1 — sen?z = a cosz
Ja? + b2x? X = tanz aV1 + tan?z = a secz
Jb?x? —a? X = sec? avsec?z — 1 = atanz

Tabla 1. Fuente Ayres, 2009.

EJEMPLOS:

x = 2tanz - -- Ecuacion 1

dx = 2sec?zdz

V4 +x2 = 4 + 4tan?z
= /4 (1 + tan?z)
=4 [[secz]z]%

= 2secz
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1
_j‘ 2sec?zdz B 1j'seczdz B 11‘ Cosz iy = lj cos?z 4
= ) dtanzz2secz 4) tan?z 4 ) sen?z “Z T 4| coszsenzz ¢

cos?z

4

1jcoszdz 1 rdu
sen?z 4 ) u?

u = senz

du = coszdz

. X .
anz = - = —;
2

Retomamos la ecuaciéon 1 y despejando a la funcién trigopnométrica respectiva
encontrar los catetos adecuados:

la? = b? + 2|

C? =4+ x?
C=+4+x?
1 V4 + x2 N
= — = —-—— C
4senz 4x
2 1
2] dx B j-gsecztanz_ 1 j‘ secz 1 j‘ Cosz iy = 1 cos’z
' 2 ER 8tan’z  12) tan?z  12) sen?z ** " 12 ) coszsen?z
(9x* — 4)2 cos?z
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2 iy
X =secz— Ecuacion 1

dx = =secz tanz dz
3
3 4 2
(9x% — 4)z = (9 (aseczz) — 4)
3
= (4sec’z — 4)2
3
= (4[sec?z — 1])2
3
= [4tan?z]2
3 3
= 42[tan?z]z
3
= /43[[tanz]?]z
= 8tan3z
1 coszd_l du 1 _zd_lu‘l 1 1
“12) senzzY T 12) wr T2 Y MT12T1 T T 120 12senz
u = senz
de = coszdz
b=+v9x2%2 -4 c= 3x
z
a=?2
3x h
secz = — = —
2 c.a

Despejando a la funcién trigopnométrica z de la ecuacion 1 y poder encontrar los

catetos de dicho triangulo rectangulo.

c? = a? + b?
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b2 = c2 — g2

b? =9x%2 — 4
b=+9x%—-4
1 3x

_125enz=_12 9x2_4+c

3
16 — 9x2)2
g_fﬁd

x6

a’* =16 b?=9

a=4 b=9

[a2 — p2x2

x = %senz — — —Ecuacon 1
4

dx = =coszdz

3
2

3
(16 — 9x2)2 = [16 — 16sen?z]

= [16[1 — senzz]]%

3
= [16co0s?]2
3
— [\/163[0052]2]2
= 64cos3z
3 A4
f64C05 z(3coszdz) 243fcos4z 3 243f cos*z 243
4096 6, T 16 ) sen®z © 16 ) sen*zsenZz 16
729
u = cotz
du = —csc?zdz
_ B oo 23, 243[u0
=~ 1c cot'zesczdz = ——— | utdu = ——=|=

f cot*zcsc?zdz
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b=3x 4
Z

a=+16 —9x?2

Retomamos la ecuacion 1 y despejando a la funcidn trigopnométrica respectiva
encontrar los catetos adecuados:

_4
x—3senz
_3x_ C.0
senz = R

a’? =16 — 9x?

a=+16 —9x2

5

1
_ 23 243|(16-9x)
~ 780 “°“ T T80 3x

5
243 (16 — 9x*)2 V(16 — 9x2)5
- = - +c

80  243x5 80x5

4.j\/x2 + 4dx = jZSecz. 2sec?zdz = 4]seczz.seczdz

x = 2tanz — — — Ecuacion 1

dx = 2sec“zdz
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\/x2 +4 = \/4tanzz+4

=/ (1 +tan?z) + 4

= \/Z[[secz]z]%
= 2secz

=4 [ sec?z.seczdz

u = secz \ dv = sec?z

du = secztanzdz «—» v = tanz

=4 f sec3zdz = secz.tanz — f tan®z.seczdz

=4 j sec3zdz = secz.tanz — j[seczz — 1]seczdz

4fsec3zdz = secz.tanz —fsec3zdz +fseczdz

=5 f sec3zdz = secz.tanz + f seczdz
u==z du =dz

=5 f sec3zdz = secz.tanz + In|cscu + tanu|

3 secz.tanz + In|cscz + tanz|
= | sec’zdz = c

1 1
= J- sec3zdz = gsecz. tanz + glnlsecz + tanz|

X y4 V4 + x?
[

2

Retomamos la ecuaciéon 1 y despejando a la funcién trigopnométrica respectiva
encontrar los catetos adecuados:
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x = 2tanz

X C.0 h
tanz = — = —; sec = —

2 c.a c.a
1 4+ x2 x+1l 4+x2+x N
~5 2 2 5% 2 2| ¢
_\/4+x2+1 V4 + x2 x+
720 5 2 2| 7€

2.3.6 Por fracciones parciales.

El método de las fracciones parciales consiste en reducir un cociente de
polinomios en suma de fracciones mas simples, que permitan obtener de manera
inmediata una integral. El requisito mas importante es que el grado del polinomio
del denominador sea estrictamente mayor que el grado del numerador.

Para mayor claridad, sea:

Alz) @™ 4 a2+ L a +ag
B(zx)  bya™ + b,_ja" 4+ 4+ bx+ by

en donde: m < n. Para reducir la expresién a fracciones parciales se debe
expresar la funcion B(I) de la forma:

Blz)=(z+a,)(x+a,—1)..(z +a)(x+ ap)

O

B(z)= (aﬂxz-l-bﬂ:t-l-cﬂ}(aﬂ_lxz-l-bn_l:t:-l-cﬂ_l}...(a.lxz-l-blat-l-cl}(aﬂxz-l-bo:t:-l-cf.}
es decir, como el producto de factores lineales o cuadraticos.

Al hacer lo anterior la expresion se puede expandir de acuerdo a estos 4 casos:
Factores lineales distintos

Donde ningun par de factores es idéntico.

A A, A,

ay) | (x ] Q)

) o =

(x
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Donde (44-1_1 *4-2_1 An)

son constantes. Observe que en esta ecuacion es una identidad debido a que es
verdadero para todos los valores de x tales que ningun denominador es cero.

Factores lineales repetidos

Donde los pares de factores son idénticos.

Ay | Aq I I A,

a)  (z+a)? ( + a1)"

(x

Donde (*‘11: Agy oy 4—1,1_) son constantes a determinar. Observe que en esta
ecuacion es una identidad debido a que es verdadero para todos los valores de T
tales que ningun denominador es cero.

Factores cuadraticos distintos

Donde ningun par de factores es idéntico.

fll.?: Bl flgf]? | Bg .c"l.n.’]‘l B-n

(@22 + bz + 1) (@ax?+bhx+e) — (ax?+ by

Cn)

Donde (417 + Bi, Asx 4 Ba, ..., A2+ B)  son constantes a determinar.
Observe que en esta ecuacion es una identidad debido a que es verdadero para
todos los valores de Ttales que ningun denominador es cero.

Factores cuadraticos repetidos

_("11.’]3 | Bl _("12.’]3 | Bg | Aﬂ.’l‘l Bﬂ

a)? T (ax?+ b

1 )-n

(x4 bz + 1) (ax? + b

Donde (41T 4+ By, Asx + By, ..., 4,7 4+ Bn)  son constantes a determinar.
Observe que en esta ecuacion es una identidad debido a que es verdadero para
todos los valores de Ttales que ningun denominador es cero.
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Observacion: Existen ejercicios que se resuelven con la combinacién de los
cuatro casos anteriores.

Para hallar las constantes, en el caso de factores lineales distintos se puede
utilizar la siguiente formula:

_ | A=)
B(z)

Ay (I + [I-,:;)

r=—ar endonde K =(1,2,..,n)
Para los otros casos no existe una formulacién especifica. Sin embargo estos se

pueden resolver simplificando y formando un sistema de ecuaciones con cada una
de las Ak, se resuelve el sistema y se obtienen los valores de los Ap.

43



Unidad IlI
Aplicaciones de la integral.

3.1 Areas.

3.1.1 Area bajo la gréafica de una funcion.

3.1.2 Area entre las graficas de funciones.

3.2 Longitud de curvas.

3.3 Calculo de volumenes de sélidos de sélidos de revolucion.
3.4 Célculo de centroides.

3.5 Otras aplicaciones.

Interpretar enunciados de problemas para construir la funcion que al ser integrada da
la solucion.

Resolver problemas de calculo de areas, centroides, longitud de curvas y volumenes
de solidos de revolucion.

Reconocer el potencial del Célculo integral en la ingenieria.

3.1 Areas.

Refiriendonos a la historia, el calculo integral se dio a la luz gracias al problema
geométrico de hallar areas de regiones no poligonales, es decir de regiones con
aspecto curvo. De hecho, vamos a mostrar, como poder hallar areas haciendo
uso de la integral. Comencemos dando una primera definicion de la relacion que
existe entre la integral y el area (bajo curva en primera medida) de una region no
poligonal

3.1.1 Area bajo la gréafica de una funcion.
Si f es continua y no negativa en un intervalo cerrado [a, b], el area de la regién

limitada por la grafica de f, el eje x y las rectas verticales x = a 'y x = b viene
dada por:

b
Area = I Ji(x)dx |—
a
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En ella se ve que f es una funcién continua, positiva (por encima del eje x), y la
region R esta limitada (acotada) por las rectas verticales x = a y x = b. Podemos
hallar el area de la region R por medio de una integral definida aplicando la
definicion anterior.

Como lo hemos planeado, daremos algunos ejemplos para ver cOmo se puede
aplicar la definicién.

EJEMPLO 1: Hallar el area de la regién acotada por la curva y las rectas f(x) =4 y
X=-3yXx=2.

SOLUCION:

1. TRAZO DE LA REGION: En primera medida, se debe trazar la regién que se
pide. Aqui f es positiva y continua.

r4.5

3.5

2. PLANTEAMIENTO DE LA INTEGRAL: Aplicando la definicién anterior, el area
de la region R viene dado por:

I 4dx
- -3

A —

3. EVALUACION DE LA INTEGRAL: Ahora procedemos a evaluar la integral.

2
J‘ 4 dx dx

A = —

-
-
£

= 42)-4-3)=20
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Luego el &rea de la regién es 20 u®.

Obsérvese que esta region es rectangular, luego se puede encontrar su area
usando los métodos de la geometria. Desde este punto de vista se puede hacer lo
siguiente:

a = bh
- {(2—=(=3)}4)
(5)(4)

No es sorprendente que se hayan obtenido resultados equivalentes.

EJEMPLO 2: Hallemos el area de la region acotada por la curva

flx)=x"+x
acotada por [-5,5]

SOLUCION:

1. TRAZO DE LA REGION: Presentamos el trazo de la curva junto con el intervalo
de acotacion sobre el eje x, por su puesto.

¥ ] /
400
00 e
."r.
4 rl.r'
200 (’/
8 3 ] 5] 2 4 6 g%
P -200-
.'IK‘I ]
I
-400-

2. PLANTEAMIENTO DE LA INTEGRAL: Si se observa la figura anterior, las
rectas x=-5 y x = 5 dividen la regién en dos partes; A; y A, respectivamente.
También se puede ver que el intervalo se puede dividir en dos, asi: [-5,5], [-5,0] y
[-0,5]. Luego el area de la region (sombreada) viene dada por:
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3. EVALUCION DE LA INTEGRAL: Ahora procedemos a evaluar la integral de la
siguiente forma:

(% 20 [x% <21\s

3 A X X X 2
(x> —x)dx = |—+— + | —+—
| 4 2 -5 |4 2 fo

Ha
1]
| —o
-
-
¥V
|
-
o
o
-
+
o ‘—;'h

] : )
r-Fﬁ —=5)~ 54 5

Luego el area de la region sombreada esde = u“.

3.1.2 Area entre las gréficas de funciones.

Para estas regiones en particular, no se es dado los limites de integracién, que
serian los puntos de corte entre dos graficas. Mas bien, para encontrarlos, basta
hallar los x (o los y) para los cuales f-g. Por un momento observemos las
siguientes gréficas, conservando las mismas condiciones de las definiciones
anteriores: (dos funciones continuas en un intervalo cerrado, etc.) Aqui, para la
primera gréafica, a y b son los puntos de corte de f (x) y g(x). En la segunda grafica,
c y d son los puntos de corte de f (y) y g(y). Ahora planteamos las definiciones
correspondientes que sugieren las graficas:

Definicion 1: Dadas f y g positivas y continuas en un intervalo cerrado [b,a] con,
f(x) > g(y), el area de la region R esta dada por:
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b
AZIr’f(IJ—g(xi)dt

o
Y
x
d
A= I(f(,v)—g(,r))ri‘r
c

Definicion 2: Dadas f y g positivas y continuas en un intervalo cerrado [d,c] con
f(y)>g(y), el &rea de la region R esta dada por:
y

d —_—

EJEMPLO 1: Hallar el area de la region determinada por las curvas
fx)= 2x2 y gix)=x" et ,

SOLUCION: En primera medida trazamos la region correspondiente:
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Ahora tenemos que encontrar los limites de integracién, pero en la grafica
podemos decir que esos limites lo determinan los puntos de interseccion de f y g.
Como dijimos anteriormente, estos se hallan de la siguiente forma:

XT(x—-2Nx+2)=0

Luego x=0, 2, —2 son los puntos de corte de ambas funciones. Después de esto,

podemos establecer la integral que nos permitira hallar el area de la regién pedida:
]

A= j{ ,."._1'2 — r'_1'4 - 21’2 ) dx +

i

-

- - S e i
(2x= —fx" —2x° J)dx

O e 1D

0 2
= j.r‘—:r4 +41‘2 de‘+I(—x4 --—1.1'2 ) dx
-2 0

Iy 3 5 { 51
, 4x L 0 +‘ 4.1'3 x N2

X"
3 5

3
_82)° 202)°
3 5
_64_64_128
3 5 1s
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Luego el &rea de la region es

128
q

3.2 Longitud de curvas.

En matematica, la longitud de arco, también llamada rectificacion de una
curva, es la medida de la distancia o camino recorrido a lo largo de una curva o
dimension lineal. Historicamente, ha sido dificil determinar esta longitud en
segmentos irregulares; aunque fueron usados varios métodos para curvas
especificas, la llegada del célculo trajo consigo la férmula general para obtener
soluciones cerradas para algunos casos.

Al considerar una curva definida por una funcién f (5‘5) Yy Su respectiva derivada

-
f (I) gue son contintas en un intervalo [a, b], la longitud S del arco delimitado
por ay b es dada por la ecuacion:

3:];’}/1 CLf () d

En el caso de una curva definida paramétricamente mediante dos funciones
dependientes de t como ¥ = flt) e y=g (f) la longitud del arco desde el
punto (fla),g(a)) hastael punto (f(b),9(b)) se calcula mediante:

5= [ VIF P+l OF a

Si la funcion esta definida por coordenadas polares donde la coordenadas radial y
el angulo polar estan relacionados mediante 7 = f(ﬂ), la longitud del arco
comprendido en el intervalo [Qa.'ﬁ], toma la forma:

5 -
s= [ Vir@r + 7@ a

En la mayoria de los casos, no hay una solucion cerrada disponible y sera
necesario usar métodos de integracion numerica. Por ejemplo, aplicar esta formula
a la circunferencia de una elipse llevara a una integral eliptica de segundo orden.
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Ejemplos:

1.-Calcular la longitud de arco de la siguiente curva y = vx?3

El dominio de la funcion es [0,+o0)

F(x)

0

1

2.8

5.1

8

11.18

14.69

NOOARWINIFPO|X

18.52

—1+9
u = 4X'
d _2 d
u—4xx
S=—j u2du=—1
0 §+1
3 3
S_4u2_4<2) %_ 8 %_ <1+9) |
~93 93/ T 7Y T %) o
2
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8 [1+9(5)]3 8 3

S = _2
4 17

7 1+30)

8
§$=12.70 — —==12.40
27

Calcular la longitud de arco de la siguiente curva 8x? = 27y3, en los puntos A

(:3)ye(s. )

Despejoy
2
y3 = 8x”
27

2
8x%\ 3 d [8x?
27 dx\ 27

256 l8x2 3



256x2
6561 8% )3

(27)3

256x2
S= j 1+ ———dx

2
65611 8" ]3

256x2
S = j 1+— dx
104976x3

1+

J' 20736x?
104976x

8
3

u=281x3+ 16

1 54
du = 54x " 3dx = —dx

54 8x24-16
~5(5) [~

172
3
G 1 ld 1 fuz| [ ] 3 _ 2 %__
~86) Y T ag6| 3| T 486131" T 1a58" T 1a58
2

1458\/[(81)‘/@ +16] - 1458\/[(81)JW+ 16]

§$=19.35

2 lenye g I
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3.3 Calculo de volumenes de solidos de revolucion.

Definicion: El volumen de un sélido con area transversal conocida e integrable
A(X) desde x = a hasta x = b, es:

V= TA(x)dx

Comunmente a esta integracion se le denomina “método de las rebanadas”.

Si una gréfica de una funcion continua f(x) en el intervalo [a,b] se hace girar
sobre el eje x, a la superficie bajo la curva se le denomina “area generatriz”, a la
superficie delimitada por f(x) al girar se le llama “superficie de revolucion” y al
volumen delimitado por la superficie de revolucion se le llama “sélido de
revolucion”. La rotacidbn no necesariamente se debe de efectuar sobre el eje x,
pero sin pérdida de generalidad el eje siempre se puede ubicar en esa posicion.
Volumen de un sdlido de revolucion (método de los discos):

El volumen de un sélido generado alrededor del eje x la region bajo la curva de f(x)
en el intervalo [a,b] en que f(x) es continua es:

V= ;rJ‘ [f(x)]zdx
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f(x)

espesor dx

rotacion

El “disco” sefialado en azul en la figura tiene radio f(x) de ahi empleando el area
del circulo se obtiene la expresion previa.

Si el volumen se genera por una superficie entre curvas, se generaliza el método
de los discos y se le denomina método de las arandelas , en este caso si f(x)2g(x)
en [a,b] limitan la superficie, se tiene:

;rf (7 T ~ [l Jix

V

Volumen de un soélido de revolucion (método de los tubos o casquillos cilindricos):

El sélido de revolucion generado por una funcion f(x) que gira alrededor del eje v,
limitado por las rectas x =ay x = b, el eje x y la gréfica de f(x), tiene un volumen:

b b
V= J27Z'( radio del tubo)(altura)dx = 27Z'J xf (x)dx.
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En la figura se observa —en azul- un tubo tipico de radio x, espesor dx y altura
f(x), que puede ser convertido en una lamina rectangular de superficie 2mxf(x) y

espesor dx.
3.4 Céalculo de centroides.

Cuando una placa sdlida es de espesor constante y homogéneo, su masa es
directamente proporcional a su area, en donde la proporcionalidad depende del
espesor de la placa y la densidad del material.

Definicién: Las coordenadas del centro de masa de una placa plana delimitada por
la superficie A, se definen como:

J v, dA Ixm dA
A
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En donde la A bajo las integrales implica que éstas se realizan para toda la
superficie, ym Y Xm corresponde con el punto medio del elemento dA.
Cuando A esta delimitada por f(x) y g(x), y f(x)>g(x) en [a,b]:

A=[d4
t1 1% , :
J‘;L-'mdA :.[ ;[f(J.‘) + g(X)]Lf(A‘) - g(x)]dx = Ej[f(x)]‘ - [g(x)]‘dx
y

b
JxmdA :J x[f(x) — g(x)]dx

A

Debido al principio fisico de la palanca, se define el momento o torque t de una
fuerza respecto de un punto, como el producto de la magnitud de la fuerza y la
distancia de la fuerza al punto, t = Fs. Por otro lado, si consideras una placa plana
de cualquier material y la cortaras en pequefios rectangulos de masa dm, cada
uno de ellos respecto de un eje elegido provocara un pequefio momento dt =
sdm, de donde el momento total sera:

t= j.s-dm

A

en donde se indica que la integral se realiza sobre toda el area. En particular si los
ejes seleccionados son el x o el y, y ademas el material de la placa es
homogéneo, la masa es proporcional al area y los momentos se puedes expresar
en funcion de las coordenadas y y x respectivamente. Asi el momento total sobre
el eje x e y son respectivamente:

[, = J-ydA; t, = jdi
A

A4
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¢ Existira algun valor de x en el que se pueda concentrar toda la masa de la placa
y provoque el mismo momento total? ¢ Se podra dar una condicion similar en y?
Supdngase que esos valores existen y son:

X, y= XxA= J.ydA, VA = j.m’A
A A

O finalmente:

| ve4 | x4

X

-

T faa U7 (ad

Estas coordenadas encontradas definen el centroide de la superficie o centro de
gravedad de la placa.

3.5 Otras aplicaciones.
Area de una superficie de revolucion
Partiendo de la longitud del arco y el método de tubos de altura diferencial dL se

tiene:

Definicién: Si la funcién f(x)20 es suave en [a,b], el area de la superficie generada
al girar la curva de f(x) alrededor del eje x es:

b
S = 2:1'_[]‘(3:)\/1 +(f(x)) dx

Definicion: Si la funcion g(y)20 es suave en [c,d], el area de la superficie generada
al girar la curva de g(y) alrededor del eje y es:

d
S =272 g1+ (g' (M) dy

Momentos de Inercia
En el contexto de la Dinamica de los cuerpos rigidos, la inercia es una medida de
la resistencia que opone un cuerpo a que se produzca un cambio en su estado de
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reposo o de movimiento. A mayor inercia mayor es la resistencia al cambio, de tal
forma que si se aplica la misma fuerza a dos cuerpos, el de mayor inercia sufrira el
menor cambio en su estado de movimiento, o “reaccionard en forma mas lenta”.
Para el movimiento de translacion la inercia es equivalente a la masa, pero para el
movimiento de rotacién depende de “momentos de inercia”.

En el caso de un solido “plano”, el momento de inercia se mide respecto del punto
en que se coloca el eje de rotacidon —cualquiera que se quiera—y se define para un
punto de materia como | = r > m, donde r es la distancia del punto materia hasta el
eje de rotacion.

Para poder considerar un cuerpo completo se tendra que dl = r > dm o finalmente:

1.,,=[riam

M

En donde nuevamente r es la distancia entre cada elemento diferencial de masay
el punto p (el eje de rotacion), la integral se hace sobre todo el cuerpo de masa M,
Z identifica que el cuerpo se pretende hacer girar sobre un eje perpendicular a la
superficie y que pasa por p. Si el cuerpo es homogéneo el peso se distribuye
igualitariamente a lo largo del cuerpo y la masa dependera del volumen y su
densidad especifica, a su vez si el cuerpo es de espesor constante t, el volumen
depender de t y del area, por lo que finalmente se puede escribir:

IZ p = fPJ‘ (‘:,C2 + ,1)2 )dA
A

En donde r se sustituyd con respecto al teorema de Pitdgoras. Resolviendo las
integrales adecuadamente podras comparar en donde conviene colocar el eje
sobre un cuerpo que va a girar.
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Unidad IV

Series

4.1 Definicion de serie.

4.1.1 Finita.

4.1.2 Infinita.

4.2 Serie numérica y convergencia.

4.3 Serie de potencias.

4.4 Radio de convergencia.

4.5 Serie de Taylor.

4.6 Representacion de funciones mediante la serie de Taylor.

Objetivo

Identificar series finitas e infinitas en distintos contextos

Determinar la convergencia de una serie infinita.

Usar el teorema de Taylor para representar una funcion en serie de potencias y
aplicar esta representacion para calcular la integral de la funcién.

4.1 Definicion de serie.

En matematicas, una serie es la suma de los términos de una sucesion.

Se representa una serie con términos a; como, donde N es el indice final de la
serie.

N
> a,

i=1

4.1.1 Finita.
Cuando N es finita, hace referencia a una serie finita.

4.1.2 Infinita.

Las series infinitas son aquellas donde i toma el valor de absolutamente todos los

ndmeros naturales.
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4.2 Serie numérica y convergencia.

Si esta sucesion de sumas parciales converge, se dice que la serie converge y tiene la
suma indicada en la definicion siguiente.

Definicién de serie convergente y divergente

o
| Dada una serie infinita Y a,, la n-ésima suma parcial estd dada por

n=|

S,=a,+a,+---+a

n 2 n*

o=
Sila sucesi6n de sumas parciales {5, } converge a S, entonces la serie ) a,
n=|]

converge. El limite § se llama suma de la serie.

S=ag;t+az+--~-+a +---:

Si {S,} diverge, entonces la serie diverge.

4.3 Serie de potencias.
Una serie de potencias alrededor de x=0 es una serie de la forma:

i an(z)"

Una serie de potencias alrededor de x=c es una serie de la forma:

iaﬂ(:t —c)"

En el cual el centro es c, y los coeficientes a, son los términos de una
sucesion.

4.4 Radio de convergencia.

Si nos limitamos al conjunto de los numeros reales, una serie de la forma

[a u]
Z an(x — x0)"
n=>0
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Con fn, T, Tp € E, recibe el nombre de serie de potencias centrada en Xxo. La
serie converge absolutamente para un conjunto de valores de x que verifica que

| X =Xo| <T

donde r es un numero real llamado radio de convergencia de la serie. Esta
converge, pues, al menos, para los valores de x pertenecientes al intervalo

(Xo =1, Xo + 1), ya que la convergencia para los extremos de este ha de estudiarse
aparte, por lo que el intervalo real de convergencia puede ser también semiabierto
o cerrado. Si la serie converge solo para Xo, r = 0. Si lo hace para cualquier valor
de x, r =<

4.5 Serie de Taylor.

En matematicas, una serie de Taylor de una funcién f(x) infinitamente derivable
(real o compleja) definida en un intervalo abierto (a-r, a+r) se define como la
siguiente suma:

La funcion exponencial (en azul), y la suma de los primeros n+1 términos de su
serie de Taylor en torno a cero (en rojo).

o0 7] a
fay =3 LW gy

!
0 1L

=
Aqui, n! es el factorial de n y f "(a) indica la n-ésima derivada de f en el punto a.

Si esta serie converge para todo x perteneciente al intervalo (a-r, a+r) y la suma es
igual a f(x), entonces la funcion f(x) se llama analitica. Para comprobar si la serie
converge a f(x), se suele utilizar una estimacion del resto del teorema de Taylor.
Una funcion es analitica si y solo si se puede representar con una serie de
potencias; los coeficientes de esa serie son necesariamente los determinados en
la formula de la serie de Taylor.

Sia =0, ala serie se le llama serie de Maclaurin.
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4.6 Representacion de funciones mediante la serie de Taylor.

A continuacion se enumeran algunas series de Taylor de funciones béasicas. Todos
los desarrollos son también validos para valores complejos de x.

Funcidn exponencial y logaritmo natural

o0 n
T
T __ .
= E — Jvain € Ny

n=0
= (),
ln(l—l—:t:)zZTa: , para |z| <1
n=1

Serie geométrica

o0

=Y z" para |z| <1

Teorema del binomio

a_x~_ Lle+tl) .
U+ 2) _ng:nr(”+ 1)I(n Q) para || < 1

y cualquier cxccomplejo

Funciones trigonometricas

— - l}n 2ﬂ+1
sina = g ST 1)|' VT
COST = i (_1) " Va
— (2n)! "
_ = By (—4)"(1 —4") 5,4 w
tanz = ﬂgl )] T , para |z| < o)

Donde B son los NUmeros de Bernoulli.

_ v (DB o ?T
secxt = EWI , para |z| < B
o0 2(2211—1 _ 1)5 -1
csex =y 2n)]

n=1

,para 0 < |z| < 7
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.- (2n)! 2n+1

arcsinz = %4“(?1!)2(2?1—# 1)1: , para |z| <1
arctanr = g%xzﬂﬂ , para |z| <1
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