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Unidad | vectores , s

1.1 Definicién de un vector en R, R (Interpretacién geométrica), y su generalizacién en
n
R.

Magnitudes fisicas
Existen magnitudes fisicas que quedan perfectamente definidas mediante un

namero expresado en sus unidades correspondientes. Ejemplos de este tipo de
magnitud son: la masa m, volumen V, temperatura T, longitud de onda A,
potencial eléctrico V, etc. A estas magnitudes se les denomina magnitudes
escalares. Sin embargo, para describir adecuadamente ciertos sistemas fisicos,
deberemos hacer uso de otro tipo de magnitudes para las que, ademas de un
escalar (numero), hace falta indicar la direccién y el sentido. Se llaman
magnitudes_vectoriales y en los textos se representan mediante una letra con
una flecha encima, o bien en negrita. Por ejemplo, la velocidad v (o v), la
fuerza F, campo magnético B, etc. Vamos a ocuparnos de definir estas ultimas
y recordar las operaciones béasicas que pueden llevarse a cabo con ellas.

Definicién de vector

Un vector es un ente matematico que representa una magnitud vectorial.
Geomeétricamente es un segmento de recta orientado, es decir, una flecha. En
tres dimensiones, se necesitan tres parametros para definirlos; en dos
dimensiones este numero se reduce a dos. Estos parametros pueden ser
representados de distintas maneras, pero siempre tiene que haber un modo de
pasar de una representacion a otra, como veremos a continuacion. En primer
lugar es necesario definir un sistema de ejes perpendiculares entre si: XYZ en
3 dimensiones 6 XY en 2 dimensiones (ver figura).

Si v representa una magnitud vectorial, llamamos modulo de v (|\7| o bien
simplemente v, a la longitud de la flecha que la representa. El médulo debe ser

siempre una cantidad positiva. Para completar la definicion del vector es
preciso indicar la direccion de la flecha. Suele darse indicando el angulo que la
misma forma con uno de los ejes, 6. Cuando un vector se define con estas dos
cantidades, se dice que esta expresado en coordenadas polares.



Otra manera de representar la misma magnitud vectorial en el mismo sistema
de ejes consiste en dar las proyecciones del vector a lo largo de cada uno de
los ejes, vy vy. Cuando el vector se define asi, se dice que esta expresado en
coordenadas_cartesianas y se suele representar como (vy, Vy).

¢,Como se transforman unas coordenadas en otras? A la vista de la figura, y
utilizando relaciones trigopnométricas sencillas se llega a:

(a) (b) (b) (a)
v, 0 Vy, Vy Vy, Vy v, 0
polares cartesianas cartesianas polares
V, =VCos0 ENEAS
Vy
v, =Vvseno g0 =—
v

X

En tres dimensiones, como ya se ha comentado, se necesitan tres parametros
para definir el vector. Las coordenadas cartesianas son ahora las proyecciones
del vector sobre cada uno de los ejes XYZ y de forma analoga al caso anterior
se suele representar el vector como (vx, Vy, V7). Las coordenadas polares
reciben el nombre de coordenadas esféricas y estan constituidas por el médulo
del vector (v), el angulo que forma con el eje Z (0) y el angulo que la proyeccion
del vector sobre el plano XY forma con el eje X (o) (ver figura).
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El modo de pasar de unas coordenadas a otras es el siguiente:

esféricas cartesianas cartesianas esféricas

V) e) (P VX) V)h VZ VX) V)h VZ Vl 61 ‘-P

Vv, =vcos0 V=oJVs V) +V;

vV, =Vvsenocos¢e



v, =vsenfseno

Para que dos vectores sean iguales han de tener las mismas componentes,
independientemente del sistema de coordenadas en que se expresen.

Vector unitario. Vectores constituyentes: Un vector es unitario si tiene
modulo 1. Para calcular un vector unitario a partir de uno dado, se divide éste
por su moédulo. El resultado es un vector u, de médulo 1 y con la misma

direccidon y sentido que el vector original.
Pueden definirse vectores unitarios en las direcciones de los ejes y que

apunten en el sentido positivo de los mismos. Estos vectores se denominan
i,j.k paralos ejes X, Y, Z respectivamente.

Cualquier vector v se puede expresar en términos de sus proyecciones a lo
largo de los ejes y de estos vectores unitarios. Por ejemplo, en tres

dimensiones: V=V,i+v,j+v,k

Donde vy, Vy, V., son dichas proyecciones (o componentes cartesianas). Los
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vectores vxf,vyi,leZse denominan vectores constituyentes del vector v. En
dos dimensiones:

1.2 Operaciones con vectores y sus propiedades.
Suma de vectores
Sean dos vectores U = Uy + Uyj + UK Y V =V, + V) + VK
Se define el vector suma w = wyi + wyj + w,K como:
W = (Ux+ V) i+ (Uuy +vy) j + (Uuz+Vvy) K
En dos dimensiones podemos calcular w graficamente de la siguiente manera:
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Del dibujo se puede deducir que el médulo del vector suma no es igual a la
suma de los mdédulos de los vectores. La suma de vectores tiene la propiedad
conmutativau +v = v + u.

Para calcular el vector resta u — v, se calcula cada componente restando a
cada componente de u la componente correspondiente del vector v (ver figura):

U=V = (e v+ (U - )] + (U V) K

1.3 Producto escalar y vectorial.

Producto de un escalar por un vector

Sea u = ux + uyj + uk y c un escalar. El producto r = c u se calcula
I = Cuyi + Cuyj + cuzk

El resultado de esta operacion es otro vector cuyo médulo es el producto del
modulo de u por el escalar c. La direccion de r es la misma que la de u, y el
sentido es el mismo si ¢ es positivo y opuesto si ¢ es negativo.

Producto escalar de dos vectores

Sean dos vectores u = ux + Uy + UK Yy Vv =wi+vj+ v,k que forman un
angulo 0.

Se define el producto escalar u-v = |u] |v| cos 0

El resultado de esta operacion no es un vector, es un escalar. El producto
escalar cumple la propiedad conmutativa.

De esta definicion se deduce que el producto escalar de dos vectores
perpendiculares es siempre nulo y que el de dos vectores paralelos es el
producto de sus médulos.



Para los vectores unitarios i, j, k resultan las siguientes relaciones:

En el caso de que los vectores estén expresados en componentes y utilizando
las relaciones anteriores se obtiene que el producto escalar se calcula:

u-v = UXVX + UyVy +UZ VZ
Producto vectorial de dos vectores

Sean dos vectores u = uy + Uy + UK Yy VvV = Wi + Vv + v,k se define el
producto vectorial u x v

k
u, u,
VZ

El resultado de esta operacion es un vector. El producto vectorial de dos
vectores no cumple la propiedad conmutativa, cumpliéndose que:

uxv=-vxu

Este vector tiene médulo | xV|=|i|[V|sen®, donde 6 es el angulo que forman los

dos vectores. La direccion y el sentido de este vector vienen determinados por
la regla de la mano derecha, siendo la direccion siempre perpendicular al plano
formado por los vectores u y v.

Para los vectores unitarios i, j, k resultan las siguientes relaciones

ixj=k jxk=i KXxi=]j

1.4 Productos triples (escalar y vectorial)



Sean A, B y C vectores de R®, llamamos triple producto escalar al nimero

reg A (BxC) Ax[BxC)

. Al producto se llama triple producto vectorial.

Propiedades: Sean A, B y C vectores de R®, entonces
1 A (BxCl=AxB.C

o Ax[BxC]=(4-C)B~[4 B)C

1.5 Aplicaciones fisicas y geométricas de los productos escalares y
vectoriales.

Cosenos dierectores:

a=|au,

U, =CcoSa i+ Ccosg j+cosyk

|a] = modulo del vector U, = vector unitario de a

Las proyecciones de a sobre los ejes X, y, z, respectivamente, equivalen a:

a, =a Ccosa,
a, —a cosg,
a, =a-Ccosy,

z

Si aplicamos la formula (Basada en el teorema de Pitagoras):

N 2 2

a’ -a,+a, +a,

Entonces:

I _mi z 2

a’ =a cosie, +@ C0S2H, +at Ccosly,

De donde se deduce que:

cos’(«)+cos’(B)+cos’(y)=1

Se debe hacer notar que la proyeccién de a en una direccion cualquiera (por
ejemplo: ay) es un escalar, mientras que su componente en la misma direccién
(por ejemplo: ay - i) es un vector.

Para un vector genérico a, los cosenos de los angulos =, l3y ¥ que forma con
los semiejes X, Y, z, respectivamente, se denominan cosenos directores de a.



Curvas planas, ecuaciones paramétricas y coordenadas polares.

2.1Curvas planas y ecuaciones paramétricas.

En ocasiones se establece una relacion entre dos variables “x” y “y” no
directamente, sino a través de una tercera variable que se llama parametro, en
la forma:

x = 1(t) y=9(®

de modo que para cada valor real que tome el parametro t se obtiene un par
(x,y).

Definicién: Una curva plana es el conjunto de puntos (x, y) determinados por
las ecuaciones paramétricas cuando el parametro t varia en un cierto intervalo |
y las funciones f y g estan ambas definidas en el intervalo I.

x =f(t)
y =g(t)

2.2 Ecuaciones paramétricas de algunas curvas y su representacion
grafica.

Se establece entre “x” y “y” una relacién de forma paramétrica. Si los pares
(x,y) obtenidos para todos los valores de t en un cierto intervalo, se representan
como puntos en un plano, usualmente se obtiene un trazo continuo.

Ejemplo: x = 3 cos(t) y = 3 sen(t)
t 0 02 04 06 08 10 12 14 16 18 2

X 3 2.940 2.763 2.476 2.090 1.620 1.087 0.510 -0.088 -0.682 -
1.248

y 0 0.596 1.168 1.693 2.152 2.524 2.796 2.956 2.998 2.921 2.727

A continuacion se muestra la grafica obtenida cuando se trazan en el plano
estos puntos y se unen mediante segmentos de recta:



2
Es bastante evidente, que si se diera a t todos los valores reales en el intervalo

[0, 2] se obtendria un arco de circunferencia de radio 3 con centro en el origen.

A veces es posible eliminar el parametro en las ecuaciones paramétricas y
entonces se obtiene una ecuacién en x y y que permite identificar la curva. Es
importante aclarar que en muchas ocasiones esto no es posible.

Ejemplo: Eliminar el pardmetro t en las ecuaciones del ejemplo anterior.

X = 3cost
y =3sent

Solucién:

Elevando al cuadrado ambos miembros de cada ecuacion:

x? =9cos’t

y2 =9sen’t
Sumando miembro a miembro: x% +y? =9(cos?t +sen’t)

Teniendo en cuenta la identidad pitagdrica: ~ x?+y?=9

Esto significa que, todos los puntos de la curva plana definida paramétrica-
mente se encuentran en una circunferencia de radio 3 con centro en (0, 0).
Noétese que, dependiendo de los valores que tome t, las ecuaciones pueden
definir a toda la circunferencia, o una porcién arbitraria de la misma.

Ejercicios
En cada una de las curvas planas que siguen, elimine el parametro, identifique
la curva y trace la curva plana correspondiente.

=t+2
X=t 1<t<3
y=3t-1
Xx=t-1
2. 2 t=1
y=11
3 X =3+4senod <0<

y =2+2cos6

10



Solucioén:

X=t+2
y=3t-1

Despejando t en la primera ecuacion: t=x-2

Sustituyendo en la segunda: y =3(x-2)-1

Simplificando: y =3x-7

Que es la ecuacion de una recta con pendiente 3 y ordenada —7 en el eje y.

La curva plana definida no es toda esta recta. Como 1 <t < 3 entonces,
sumando 2 en cada miembro de la desigualdad:

3<t+2<5 es decir, 3<x<5

Para x = 3 se obtiene y = 2. Para x =5 se obtiene y = 8. La curva plana definida
es un segmento de recta entre los puntos (3, 2) y (5, 8) que no incluye los
extremos.

2. 2 t=1

En este caso, basta con sustituir t — 1 por x en la segunda ecuacion:
2
y ==
X
Que es una hipérbola equilatera con los ejes coordenados como asintotas. Se

trata de la hipérbola completa pues los valores de t > 1 generan la rama
positiva y los valores de t < 1 la rama negativa. La gréafica es:

—4

x=3+4senb
y =2+2c0s0

0<06<~m

Despejando en la primera ecuacion sen6 y en la segunda cos6, se obtiene:

11



3 =send

y—_2:C089
2

Elevando al cuadrado, sumando y teniendo en cuenta la identidad pitagérica:

(x-3?% (vy-2°
16 4

Que es una elipse con centro en (3, 2) y semieje mayor a = 4 paralelo al eje x
y semieje menor b = 2 paralelo al eje y. La curva plana no es la elipse
completa. Notese que:

Cuando 6 varia entre 0 y /2, el punto (X, y) cambia de (3, 4) hasta (7, 2).
Cuando 6 varia entre /2 y 1 el punto (X, y) se mueve de (7, 2) hasta (3, 0). De
agui se ve que la curva original es solamente la mitad derecha de la elipse. En
la figura que sigue se muestra la curva.

5]

Algunas curvas notables en forma paramétrica

X = h+acost

Elipses desplazadas:
y =k +bsent

Centro en (h, k) semiejes a (paralelo al eje x) y b (paralelo al eje y)

La cicloide: es la trayectoria que describe un punto fijo de una circunferencia
cuando esta rueda (sin deslizarse) sobre una linea recta. Si la circunferencia
tiene radio a y rota a lo largo del eje x con el punto fijo comenzando en el
origen de coordenadas, las ecuaciones de la curva son:

X =ab—-aseno
y =a-—acos0

El parametro 6 en este caso representa geométricamente el angulo (en
radianes) que rota la circunferencia en su desplazamiento.

12



Ejercicio

Halle la ecuacion de una cicloide que se genera por la rotacion de un circulo de
radio 1 que rota a lo largo del eje x. Trace 3 arcos de la curva. Halle su
ecuacion no paramétrica.

X=0-seno

Solucion: Para a = 1, las ecuaciones quedan:
y =1-cos0

Discutir, a partir del significado geomeétrico, como debe ser la grafica de esta
cicloide.
Para sustituir en la primera ecuacién, conviene hallar primero sen6. Como cos6

= 1 — y, se construye un triangulo rectdngulo con hipotenusa 1 y cateto
adyacente 1 —:

l1-vy

El otro cateto se halla por Pitagoras y se obtiene: sen6 = \/1—(1—y)2 = \/Zy —y?

Ahora, sustituyendo en la primera ecuacién: x=cos}(1-y)-y2y-y? la cual
representa a la mitad del primer ciclo de la cicloide.

Destacar la complejidad de la ecuacion no paramétrica en comparacion con la
representacion paramétrica.

Preguntas:

1. ¢COmo se establece una relacién entre dos variables “x” y “y” de forma
paramétrica?

2. ¢Es posible o aconsejable en todos los casos eliminar el parametro para
obtener una ecuacion que relacione directamente a “x” y “y"?

3. Diga las ecuaciones parameétricas de una circunferencia con centro en (1,
1) y tangente a ambos ejes coordenados.

4. ¢Qué es una cicloide?

2.3 Derivada de una funcién dada paramétricamente.

El siguiente teorema nos proporciona las condiciones necesarias para obtener
la derivada de una funcién dada en forma paramétrica.

Teorema

13



fvae . , , JEv,t2|
Sean funciones derivables en un intervalo . Supongamos

f.. . . .
que "tiene una inversa derivable en ese intervalo. Entonces en

i3 0 = fit = git
cada punto donde ra# , las ecuaciones ==f): v g“implican
que existe una funcién derivable Ftal que yzﬂzj, y ademas
_gt) _ Dy
Dzy - f’lr_f} - Df:[:
Ejemplos:

] Dyer=¢, y=14+t* con te R
1. Determine

Solucion:
Por el teorema anterior se tiene que
Luego:

P,
Dy =2, Dyz=c¢ (e £0 para todo t € IR) W=

por lo que
I = t! =
_ _ e+ YT e
2. Determinar los puntos de la curva con ecuaciones en

los que es cero la pendiente de la recta tangente a la curva.

Solucién:

. ) D.
Recuerde que la pendiente de la recta tangente estd dada por
-2 1+#2 241
= — T e — -D:: =
D =rm_pye ¥ DV =—m Ty Y=
Como entonces

. Dy
La pendiente de la recta tangente es cero cuando , €n este caso
2£4+1=10 . .
cuando ; pero esta igualdad no se cumple para ningun valor real
de t. Luego, no existe ningun punto de la curva dada donde la pendiente

de la recta tangente sea cero.

3. Determinar la ecuacion de la recta tangente a la curva con ecuaciones
T =Bt, y=Ct—dt?
cuando ¢=10

Solucioén:

14



., . y=mz+b
La ecuacion de la recta tangente estd dada por , donde

m :DI-y
D C — 2dt
D::y = —fy =
; Dyx B
Se tiene que
C
t =10 entonees Dzy=% H=EI+EJ{*}
Cuando , por lo que
ene == ¥=° wir en Pse obi
Cuando ¢ =0se obtiene .y al sustituir en * "’ se obtiene: & =0.
_C.
Y=B

Luego, la ecuacién de la recta tangente es:

Derivadas de orden superior para una funcién dada en forma paramétrica

2

L TYY . Y
Si estdn dadas en forma paramétrica entonces puede expresarse
como sigue:

. Dy(D2
D2y = D, (D.y) = D(D=y)

Dyx
Ejemplo:
D X+ sent

) T=2Ftsent, y=1*—cost ST N——

Si entonces
2itsen t

b2, _ DelDay) _ D (=)

= "Dz T D2E fsend

_ (682 + 2cost+1— 1282 — 10 sent
- (6E2 + cos £)2(6f% + cos £)

En general, para obtener la enésima derivada, cuando las ecuaciones estan
dadas en forma paramétrica, se aplica la siguiente igualdad:
D,{Dm-
pry = DeP27y)
Dy
Ecuaciones de unarecta en el espacio.
Sea A(ai, ap, az) un punto cualquiera del espacio tridimensional vy

7{v1:¥2 %5 ) un vector del mismo. La ecuacion de la recta que pasa por el punto
Ay tiene la direccion del vector ¥, puede adoptar las siguientes formas:

Vectorial: X=&+%¥

Donde ¥ ¥ & son los vectores de posicién (con origen en el centro de
coordenadas) de un punto genérico de la recta y del punto A respectivamente,
y t es un parametro al que dando valores cualesquiera vamos obteniendo
diversos de los infinitos puntos de la recta.

Graficamente la situacion es la representada en la figura siguiente:

15
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2.4 Longitud de arco en forma
paramétrica

Adoptan la forma:

Xx=a +1iv,

y=a +1v,

Z=a, +1v,
Continua:

x-a y-a Z-a
Y L L

Explicitas:

Ax+By+Cz=D
Ax+B'y+C'z=D

que representan la recta como la interseccion de dos planos en el espacio.
Problemas tipicos sobre las ecuaciones de la recta.
Recta que pasa por dos puntos A(a, az, as) y B(bs, bz, bs):

Tomamos A como punto base de la recta y el vector

¥=AB(b —a,b, - 2,.b, -2 ) como vector director con lo que ya podemos
escribir las paramétricas y derivar de ellas las demas formas.

Determinar si tres puntos A, B y C estan alineados:

Escribimos la ecuaciéon de la recta que pasa por dos de ellos y
comprobamos si el tercero satisface dicha ecuacion.

Recta que corta a otras dos r y s, perpendicularmente:

16



Ponemos r y s en paramétricas.

Obtenemos de cada una un punto genérico (A y B respectivamente) y el vector
director respectivo? ¥ V.

Hallamos las componentes del vector A8,
Como este vector ha de ser ortogonala ¥ ¥ ¥

, los productos escalares siguientes seran nulos:

UJL

A
A

i=0
0

UJL
||

y del sistema de ecuaciones formado podemos despejar los dos parametros.

Sustituyendo los valores hallados para los parametros en las expresiones
genéricas de Ay B, obtenemos estos puntos.

e Calculamos la recta que pasa por Ay B como se ha descrito en el
apartado b)

Ecuaciones del plano en el espacio.
Para determinar un plano en el espacio necesitamos conocer:

1. Un punto del mismo A y dos vectores directores linealmente

independientes ¥ ¥ ¥
Tres puntos A, By C no allneados

2.
3. Un punto Ay un vector normal al plano.

Las diferentes formas de ecuaciones del plano en el espacio afin tridimensional
son:
Vectorial:
X=a+plil+qv
En la siguiente figura se observa el significado de cada uno de los elementos y

p, g son dos parametros dando valores a los cuales obtenemos sucesivos
puntos del plano:

17



Paramétricas:

X = a, +pu, +qv,
y=4a +pu, +qv,;

Implicita o general:

Ax +By +Cz+D =0

donde el vector ”[‘qﬂ’c]es perpendicular (normal) al plano.
Segmentaria o canonica:

Si el plano corta a los ejes de coordenadas en los puntos A(a, 0, 0), B(0, b, 0) y
C(0, 0, ¢), la ecuacion adopta la forma:

Problemas tipicos de ecuaciones del plano.

Recta que pasa por un punto y es perpendicular a un plano.
El vector normal al plano es el vector director de la recta.
Ecuacion del plano determinado por tres puntos A, By C:

Basta tomar como base uno de los puntos, por ejemplo el A y los vectores

AB ¥ ACumo directores. O bien resolver el sistema de tres ecuaciones
con tres incognitas (A, B y C) formado al sustituir las coordenadas del los tres
puntos en la ecuacion general del plano buscado, después de haber obtenido
uno de los coeficientes como unidad.

Ecuacidon de un plano paralelo a otro por un punto dado:
Al ser los dos planos (el dado y el buscado) paralelos, ambos tendran el mismo

vector normal, por lo que bastara escribir iguales los coeficientes A, By C de la
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ecuacion implicita y determinar D sustituyendo las coordenadas del punto
dado.

Plano que contiene aunarectar y a un punto A exterior a larecta:

Hallamos un punto B de r y su vector director &. Entonces el punto A lo
tomamos como base y los vectores ¥ ¥ V¥ =AB :5mo directores del plano.
Haz de planos secantes a una recta:

Dada la recta:

Ax+By+Cz-D =0
Ax+B'y+C'z-D'=0

Los infinitos planos que pasan por ella (haz de planos de arista r) son:
Ax+By +Cz-D+a(A'x+B'y+C'z-D)=0

Donde para cada valor del parametro obtenemos un plano del haz.
Posiciones relativas de dos rectas.

Sean las rectas:

r={AX+EF+CZ=D
Ax+By+C'z=D
Ex+Fy+Gz=H
{E'x+F'y+G'z= H*

s

Al tratar de encontrar los posibles puntos de interseccion de ambas hay que
resolver el sistema de 4 ecuaciones con tres incognitas:

Ax+By+Cz=D
Ax+By+C'z=0D
Ex+ Fy+Gz=H
E'xX+F'y+G'z=H'
Y segun el Teorema de Rouché, teniendo en cuenta que 25riA)=3 y que

25”5154, siendo A y B las matrices de los coeficientes y ampliada
respectivamente, pueden ocurrir los siguientes casos:

r(A)=3 = r(8) =
espacio.

4 Sistema incompatible. Las rectas se cruzan en el
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ri4)=rB)=3  gistema compatible y determinado. Las rectas se cortan
en un unico punto.

riA)=2=*rB)=3 gjstema incompatible. Las rectas son paralelas.

riA)=rig)=2

. Sistema compatible e indeterminado con un grado de libertad. Las rectas son
coincidentes.

Ver figura:

Posiciones relativas de unarectay un plano.
Sean la recta y el plano:

r o Ax+By+Cz=D
|A'x+B'y+C'z=D
n=EX+Fy+Gz=H

Al tratar de resolver el sistema de tres ecuaciones con tres incognitas:
Ax+By +Cz=D

Ax+B'y +C'z=D'
Ex+Fy+Gz=H

Pueden darse los siguientes casos:

riA)=rB)=3 gjstema compatible y determinado. La recta y el plano se
cortan en un unico punto.

Sistema incompatible. La recta y el plano son paralelos.
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riA)=rig8) =2

Sistema compatible e indeterminado con un grado de libertad. La recta esta
contenida en el plano.

Ver figura:

Posiciones relativas de dos planos.
Sean los planos:

an=Ax+8y+Cz=D
r'=A'x+B'y+C'z=D"
Al tratar de resolver el sistema de dos ecuaciones con tres incégnitas:

Ax+By+Cz=D
Ax+B'y+C'z=D'

Pueden darse los siguientes casos:

FA)=rig) =
una recta.

2 sistema compatible e indeterminado. Los planos se cortan en

rA)=1+rB)=2 gjstema incompatible. Los planos son paralelos.

riA)=r(8)=1

Sistema compatible e indeterminado con dos grados de libertad. Los planos
son coincidentes.
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Ver figura:

B
4

b

Posiciones relativas de tres planos.

Del estudio del sistema de tres ecuaciones con tres incognitas que forman las
ecuaciones implicitas de los tres planos, podemos obtener los siguientes
casos:

rid)=rig)=1

Sistema compatible e indeterminado con 2 grados de libertad. Los 3 planos
coinciden:

FA) =1 r(B) =2

Sistema incompatible. Los planos son, o dos coincidentes y el otro paralelo, o
los tres paralelos:
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rA)=rig)=2

Sistema compatible e indeterminado con un grado de libertad. Los planos se
cortan en una recta los tres o bien, dos son coincidentes y el otro se corta con

ellos en una recta:

FiA)=2=r(B)=3

Sistema incompatible. Los planos pueden ser dos paralelos y otra secante a
ambos o los tres formando una superficie prismética:

r(A)=rB)=3
Sistema compatible y determinado. Los tres planos se cortan en un unico

punto:
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Distancia entre dos puntos.

La distancia entre los puntos A(as, az, as) y B(by, by, bs) es:

d(A B) = |AB|= J(b - )" + (b, ~ &,) +(b; - &)’
Distancia de un punto a una recta.

Si A es un punto de la recta y ¥ su vector director y ademas P es el punto
exterior, la distanciade P ar es:

Pﬁx?
d

Siendo el numerador el modulo del producto vectorial.

d(P,r)=

Distancia de un punto a un plano.
Sean:

r=Ax+By +Cz+D =0

Y P(p1, p2, Ps)

La distancia entre ambos es:

|Ap, + Bp, +Cp, + D)

JAR 4 B 4 CF

Distancia entre dos rectas. Si las rectas son secantes o0 coincidentes, su
distancia es nula. Si son paralelas o se cruzan puede ocurrir:

d{P,x) =

Paralelas: basta calcular un punto de una de ellas y la distancia entre él y la
otra.

Se cruzan: Sean Ay B dos puntos de r y s respectivamente y av
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sus vectores directores, se tiene que:
[a&.a.7|
i x ]

Siendo el numerador el médulo del producto mixto y el denominador el médulo
del producto vectorial.

dir,s)=

Distancia de unarecta a un plano.

Es la distancia entre un punto de la recta y el plano (sélo en el caso de que
ambos sean paralelos), pues en los demas casos la distancia es nula.

Distancia entre dos planos.

Si no son paralelos la distancia es nula. Si lo son, la distancia se calcula
obteniendo un punto del primero y averiguando su distancia hasta el segundo.

Angulo de dos rectas.

Si las rectas son secantes o se cruzan, el angulo sera el mismo que el formado
por sus vectores directores y habra de cumplir:

¥l

Angulo de recta y plano.

COSo=

Si la recta es secante al plano el angulo que forman es el complementario del
gue forman el vector normal al plano y el director de la recta, esto es:

- |7}

31
-1

sehfe =

Angulo de dos planos.

Si son secantes es angulo es el mismo que formen sus vectores normales, es
decir:

|A- A
cosar=—_——
A - |

Problemas tipicos en el espacio métrico.
1. Areadel paralelogramo ABCD
Sera:
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A=|AE><A&|
2. Areadel triangulo ABC:

|Aéxﬂé|
A=—
2

3. Volumen del paralelepipedo ABCDEFGH:
v - |48.46,45]
4. Volumen del tetraedro ABCD:

|[Aé,Aé,Aﬁ]
v = _
6

Resolver los siguientes reactivos
1) Eliminar el parametro y escribir la ecuacion rectangular correspondiente

x= 3cos ¥ ,y=3send
a) x> +y°=9 b) x*+y*=13 c) X’ +y°=15 d) xX*+y*=19
2) Eliminar el parametro y escribir la ecuacién rectangular correspondiente

X=4sen 26, y=2cos 26

2 2 2 2 2 2 2 2
X

a) +Yl-1 py XY ) =+ ¥ 21 d 2+ =1
16 4 18" 6 20 8 24" 10

3) Eliminar el parametro y escribir la ecuacion rectangular correspondiente

X=4+2co0sd, y=-1+senf

AR V2~ PN (S (A PR (S0 (s
4 1 6 3 8 6

4) Eliminar el parametro y escribir la ecuacion rectangular correspondiente

X=secd,y=tand
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a) (X_4)2+(y+1)2 -1 b) (X_4)2+(y+1)2 -1 C) (X_4)2 +(y+1)2 =1
4 16 6 18 8 20

5) Eliminar el parametro y escribir la ecuacién rectangular correspondiente
3 3
X=c0s’@, y=send

2 2 2 2 2 2 2 2
) QAN AN R SAD o AN | NN A
16 9 18~ 10 20 15 25 18

2.5 Coordenadas polares.

Con coordenadas polares sefialas un punto diciendo la distancia y el angulo
que se forma:

10
5 13
N
o
0] 5 10 15
Convertir

Para convertir de un sistema a otro, se resuelve el triangulo:

)

! x

De cartesianas a polares

Si tienes un punto en coordenadas cartesianas (X,y) y lo quieres en
coordenadas polares (r,0), necesitas resolver un triangulo del que conoces dos
lados.

Ejemplo: ¢qué es (12,5) en coordenadas polares?

U
]

12
| |

Usamos el teorema de Pitagoras para calcular el lado largo (la hipotenusa):
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r*=12° + 5°

r=+(12? + 59

r=+ (144 + 25) =+ (169) = 13

Usa la funcion tangente para calcular el angulo:
tan(6)=5/12

@=atan(5/12)=22.6°

Asi que las féormulas para convertir coordenadas cartesianas (x,y) a polares
(r,8) son:

r=v (*+y?%
6=atan(y/x)
De polares a cartesianas

Si tienes un punto en coordenadas polares (r, 6) y lo quieres en coordenadas
cartesianas (x,y) necesitas resolver un triangulo del que conoces el lado largo y
un angulo:

Ejemplo: ¢qué es (13, 23 °) en coordenadas cartesianas?

13
/ 23°
‘ x
[
Usamos la funcidon coseno para x: cos(23°)=x/13

Cambiamos de orden y resolvemos: x=13 xcos(23°) =13 x0.921 =11.98

Usamos la funcion seno paray: sin(23°)=y/13

Cambiamos de orden y resolvemos: y =13 xsin( 23 °) =13 x 0.391 =5.08

Asi que las formulas para convertir coordenadas polaresBjra cartesianas
(x,y) son:

x=rxcos(8)
y=rxsin(8)

2.6 Graficas de ecuaciones polares.
ROSA DE CUATRO HOJAS/PETALOS
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Este tipo de grafico se conoce como Rosa de cuatro pétalos. Es facil ver
como se forma una figura parecida a una rosa con cuatro pétalos. La funcion
para este grafico es:

ROSA DE TRES HOJAS/PETALOS

Presentamos ahora el grafico llamado Rosa de tres pétalos. Analdgicamente
al grafico de la rosa de cuatro pétalos, este grafico es parecido pero tiene sélo
tres hojas o pétalos en su forma grafica. Un ejemplo es el siguiente:

r=2sen3/

ROSA DE OCHO HOJAS/PETALOS

El siguiente grafico es como los dos anteriores, pero ahora con ocho hojas o
pétalos, tal como lo vemos en la siguiente funcion graficada:

r=2cosd (/

a4

UNA ROSA DENTRO DE OTRA
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Un caso interesante y especial que se puede dar es el que se muestra en la
grafica que vemos a continuacion, donde se aprecia una rosa de tres pétalos
precisamente dentro de otra rosa de tres pétalos u hojas. Veamos:

r=1-2sen3(/

F
L

CARDIOIDES

A continuacion se presenta el tipo de grafico que se denomina cardioide. Para
este ejemplo se presenta una cardioide simétrica con respecto al eje poplar y
que apunta hacia la derecha. Podemos observar que se distingue una figura
como de un corazoén, razén por la cual se llama este gréfico cardioide. La
funcién que lo ha generado es:

r=-1+cos [/

¢
G/

Habiendo visto el primer grafico de una cardiode, se presenta otro grafico de
este tipo pero ahora apunta hacia arriba, tal como lo vemos a en el gréafico de la
siguiente funcion:

r=2{1+sen H]
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LIMACONES O CARACOLES
r=1+bcos

Ahora veamos un ejemplo concreto de un grafico de este tipo, donde se
muestra un caracol que apunta hacia la derecha y que tiene un lazo interior.
La funcion para este grafico es la siguiente:

r=(12) + cos o

035

1+
0.5 5 1
05

-1

Veamos otro grafico de una funcion que tiene como resultado un caracol con
un lazo interior pero que a diferencia del grafico anterior, este apunta hacia
abajo. Veamos:

r=2-3cos (/

Continuando con la gréfica de caracoles o limacones, hay otro tipo que es el
caracol con hendidura o caracol con concavidad. Como podremos
observar, este no tiene lazo, y esta dirigido hacia la izquierda. Veamos a
continuacion el grafico que resulta, el cual apunta hacia la izquierda:

r=3-2cos {/
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=4

a1

]
/—\2_

- - -3 -2 -1 2 >
-4

Ahora se muestra un grafico igual al anterior con la diferencia que ahora esta
dirigido hacia la derecha, de modo que tenemos un limagon o caracol con
hendidura o concavidad que esta dirigido hacia la derecha:

Funciones vectorial de una variable real.

3.1 Definicién de funcion vectorial de una variable real, dominio y
graficacion.

Utilizando coordenadas cartesianas, una funcion vectorial A(t ) es un vector
dependiente de la variable escalar t y definido en el espacio x, vy, z, 0 sea:

A(t)=Ax(t)i +Ay(t)] +Az(t)k
Por lo tanto todos los conceptos y definiciones de las funciones ordinarias son
aplicables a las funciones vectoriales haciéndolo a cada una de las

componentes del vector.

Funciones vectoriales de una variable real

X Y
0 2
1 > 3

_—
>
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Dominio Rango

fixoy

R Vectores 6 puntos en R"

V=Vvi+V,j+vk

W=W,Ii+W, i+\g3k
Dominio Rango

Funcidén vectorial:

Una funcion vectorial de una variable real es la correspondencia de un conjunto
de numeros reales R llamado dominio con un conjunto de vectores o puntos R"
llamado rango o contradominio tal que a cada elemento de R le corresponde

uno y solo un elemento de R".

Si t es un numero real
f(t)=g(t)i+h(t)j+1({tk = Funcion vectorial
Ejemplo

f(t)=2t%i ++/tj+1k f(4)=32i+2j+1k

3.2 Limites y continuidad.
Definicion
Si f(t)=g(t)i+h(t)j+1(tk define una funcién vectorial él limite de f(t) cuando “t’

se aproxima a un numero

lim f(t)= lim g(t)i+!im h(t)j +1im 1tk

a es un vector dado por

Teorema

Si “f” y “d” son dos funciones vectoriales y lim f y limd existen entonces:
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1) lim(f +d)=lim f +limd

t—a tea t—a

2) lim(f-d)=lim f -limd

t—-a t—a t—a

3) lim(f xd)=lim f xlimd = s6lo para R’

t—a t—a

Ejemplo 1

Dado f(t)=Inti+v1+t? j+

k calcular €l lim f(t)

Solucidn
lim f (t)= |n2l+\/_j+(2 t)(z t)k En k el denominador es una diferencia de

cuadrados acomodamos el denominador antes de sustituir.

Por lo tanto lim f(t)=In 2I+\/_j+ k ahora sustituiremos en k y obtendremos el

(2+1)
resultado del fim f(t)=1In 2i+\/§j+%k

Ejemplo 2

Dada la funcién f(t)= (\/t -2 —Jf) g

(t)

t—ooo

Solucidén

Primero resolveremos la “i

Nota: Recuerde que él limL=0

tow ¥

Vie2eat) o t-2-t
IR = TR = i

Ahora resolveremos lo de |

Nota: Cuando se tiende a « se divide entre la variable de mayor exponente

numerador y denominador aplicando luego el teorema.

2t
4—t?

j
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2t 2

t? t _0 . 51 i i1 0]
=——=—=0jpor lo tanto él lim f(t)=0i +0]

4—t2 i—l —1 t—>wo

2t

Ejemplo 3

Dada f(t)=costi+2e'j+sentk calcular él lim f(t)

Solucion
lim £ (t) = cos(0)i + 2¢° j +sen(0)k

Iti_rﬂf(t):i+2j

Definicion
Una funcion vectorial f(t) es continua en un nimero t=a de su dominio

si y solo si se cumplen las tres siguientes condiciones:
1) f(0)existe
2) lim f(t) existe
3) f(a)= lim f(t)

Ejemplo

2 —_— - - .
Determine si f(t)=(t*~3)+ " t ‘; j es continua o discontinua en t=2
—t+

Solucién
1) f(2):5i+% jno existe

: : - (t-2)t+2)-1) .
2) i £¢)= lime? 3+ tim === A=

=5i+!i£r;—(t+2)
=5i-4j

3) El nimero 1 es diferente que el 2 por lo tanto es discontinua

Una curva trayectoria 6 simple curva denotada por “c” es el rango de una

funcién vectorial continua con un intervalo como dominio.
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Ejemplo 1

Trazar la grafica de la curva ¢ denotada por la funcion:

f(t)=costi+sentj Si te[0,7]

t X = cost y = sent x,y)

0 1 0 (1,0)

45° 0.7071 0.7071 (0.7071,0.7071)
90° 0 1 (0,1)

135° -0.7071 0.7071 (-0.7071,0.7071)
180° -1 0 (-1,0)

Figura Grafica de f(t)= costi +sentj
Ejemplo 2

Trace la curva c descrita por la ecuacién f(t)= senti +%tj +costk Si te[0,4r]

t X = sent 1 z=cost (x,y,2)

y==t

2

0 0 0 1 A(0,0,1)
90°=z 1 0.78 0 B(1,0.78,0)
180°= 1 0 1.57 -1 C(0,1.57,-1)
270°=27 -1 2.35 0 D(-1,2.35,0)
315%=1, -0.70 2.74 0.70 (-0.7,2.7,0.7)
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360°=27 0 3.1416 1 F(0,3.14,1)
405°=2 7 0.70 3.53 0.70 G(0.7,3.5,0.7)
450%=5 1 1 3.92 0 H(1,3.92,0)
540°=37 0 4.71 -1 1(0,4.71,-1)
630°=1r -1 5.49 0 J(-1,5.49,0)
720%=4r 0 6.28 1 K(0,6.28,1)

-~ AN

Figura Grafica de f(t)=senti+%tj+costk

Ejercicio
Trazar la grafica de la curva ¢ denotada por la funcion:

f(t)=2costi —3sentj Si te[0,27]

3.3 Derivacion de funciones vectoriales y sus propiedades.
Teorema

Si “f “ es una funcién vectorial definida por f(t)=g(t)i+h(t)j+1(tk, entonces

la derivada de “f “ en funcion de “t “ esta dada por:

f'(t)=g'(t)i+h'(t)j+1'(tk y las derivadas de orden superior por:

f(t)=g"(@)i+h"(t)j+ 1"tk

Ejemplo 1

Fr()= g™ O+ () + 17 (K , etc.
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Hallar la segunda derivada de la funcién f(t)=Inti -3t j +arctan tk

Solucioén

1 1

£1(t)= 2 6t K
(t) it

1+

1 .. 2
f"(t):-t—z—sj—mk

Ejemplo 2
Hallar la primera derivada de la funcion f(t)=tcos5ti +tsen5tj

Solucidén
y=uv

.. = Resolveremos el problema utilizando uv
y'=uv'+vu

f (t) =t cos 5ti + tsenstj
f'(t)=[(t(~ sen5t))5)+ cos 5t(1)fi + [t(cos 5t \5)+ sen5t(1)]
f'(t) = [- 5tsenst + cos 5t i + [5t cos 5t + senst | j
Ejemplo 3
Hallar la primera derivada de la funcion f(t)=e™i+e ‘sen2tj +e™ cos 2tk
£(t)=e (~2)i+[e cos 2t(2)+ sen2te ™ (1)) + [ (~ 2sen2t)+ cos 2t(-e )]k
f'(t)=—eti+ [Ze’I cos2t—e™ sen2t]j + [— 2e'sen2t —e " cos Zt]k
Ejercicios
Hallar la primera derivada de las siguientes funciones:
[1] r(t)=e®"i+8t°j—12ytk
Solucién

r'() =—-e*"i +40t“j—ik

oL
[2] r(t)=(8—cost)i—(4+sent)j+Intk

Solucioén

r'(t) = senti —costj +% k

[3] r(t):%i—\/?j—eﬁk
Solucién
, 1. 1 . 1 &
rg=——i-—=j——=e"k
(t) o zﬁj -

[4] £(t)=In(3+t)i 54t ] +arcsentk
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Solucion

2
RT() SR P U
A N e

[5] f(t)=8""i+e *'sen5tj +e tan 5tk

Solucion
f't)=(-38"i+ [5e 5t cos 5t + sen5t(—5e ™ )]j + [Se St sec? 5t + tan 5t(-5e )]k
[6] f(t)=2Inti—Incostj—In(t+1)k

Solucioén

f'(t):%i+cottj—(t+1)k

3.4 Integracion de funciones vectoriales.
3.5 Longitud de arco
Sea c la curva dada por la funcién f(t)=g(t)i+h(t)j continua en [a,b]

' (63, y3) % Jo)

L, =longitud de la poligonal
LP = |P| Pi—1|

Ly =\/(ti—l -t) +[f<ti -1)- f(ti)]z

|A|=Mddulo 6 norma de particién

L=lim3S PP,

|A]-0{g

L:T|f'(t)|dt

L= j’\/(x-)z (P + @ et

Ejemplo 1



Hallar la longitud de arco de la curva c descrita por la ecuacion

f (t)=costi +sentj en el intervalo de [0,27]

Solucion
X =cost y = sent
X'=—sent y'=cost

(x)* =sen’t  (y')* =cos?t
t=27 2z 2z

L= [ vsen’t+cos®tdt = [yidt= [dt=[t]}" =27 -0=27~6.28u
t=0 0 0

Ejemplo 2

Hallar la longitud de arco de la curva f(t)=t%i+2t?j si te[0]]

Solucion

x=t° y = 2t?
X'=3t? y'= 4t
(x)* =ot* (v =16t

L= tIl\/gt“ +16t%dt = j\/tz(gt2 +16)dt = j\/t_zx/9t2 +16dt :T\/gtz +16 tdt :%j(gtz +16)18tdt
t=0 0 0 0 0
1
{i(gtuls)Z} =L hos—6a)= 8Ly
27 . 27 27

Ejemplo 3

Hallar la longitud de arco de f(t)=t%i+2tj Si te[0]]

Solucidén
x=t? y=2t
X'=2t y'=2

(XP=a (rF =

1 1 1
L =j 4t? + 4dt =H4it2 +1)dt = 2j t? +1dt = 2[%\/% +1+%In(t+\/t2 +1H
0 0 0

1

0
=tyt? +1+In‘t+\/t2 +1‘l = [[\/E+ In(1+\/§)]—(ln \/I)]: 2.29u
0
Ejemplo 4
Hallar la longitud del arco de hélice cilindrico dado por f(t) =senti+%j+costk que

va del punto A(0,0) al B(0,%,-1) teo,z]
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Solucién

X = sent y:% z = cost

. 1 .
X'= cost y'== z'=—sent

2

"2 2 el )2 2

(x)? =cos’t (y) = (z')’ = sen’t
L:T\/coszt+sen2t+ldt:£]rdt=£[t]g =3.512u
0 4 2 0 2

3.6 Vector tangente, normal y binormal.

Vectores Tangente y Normal Unitarios

Definicion

Si f(t) define una curva “c” en un intervalo cerrado [a,b] y tiene una derivada
continua distinta de cero sobre [a,b], entonces la curva “c” se llama Curva lisa o
Curva plana y se encuentra contenida en un plano en el espacio.

Una curva no plana se llama Curva alabeada

Lo/ L/

Curva lisa Curva alabeada
f(t)=costi+sentj [0,27] f (t)= costi +%tj +sentk [0,47]
Definicion

Sea f(t) el vector de posicion de la curva “c” en un punto P de la curva. Se
llama Vector Tangente Unitario denotado por “T(t)” 6 simplemente “T “, al vector
unitario tangente a la curva “c” en el punto P dado por:

(1)
T(t)=—7x

[
Definicion
Si “T(t)” es el vector tangente unitario de “c” en el punto P, entonces el Vector
Normal Unitario denotado por “N(t)” 6 simplemente “N” es un vector unitario
perpendicular a T(t) dado por:
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Ejemplo

Dada la curva f(t)=(t*-3tf+3t>j calcular los vectores T(t) y N(t) en el punto

P(2,3).

Solucion
F(t)=(t> -3t +3t? ]

x=(t*—3t) y =3’

—2=(t*-3) 3=3t2 ; t>=1 por lo tanto t=+1
£(t)=(at> - 3)i + 6]

£t = (32 -3 +(6t)’

|#(t] =v/ot* —18t +9+36t7 =ot* +18t7 +9 = (3t? + 3] =312 +3=3(? +1)

C3fte-1). et
Tt)- 3 +1)' 3 +1)

j

2
T(t)— te-1). 2

t . .
) g O

Para obtener la T'(t) usaremos <
Vv

u
y=—
\"

._vu'-uy'

V2

(t2 +1)2t)—( —1)(2t) . (t? +1)2)-2t(21) - 27 422t + ot 2 +2-4t7
(t2 +1)2 (t2 +1)2 (t2 +1)2 (tZ +1)2

2
T A,

TEef e

() = ]

oy |6t (-22f  [iet?a-st?vatt [st?eavatt |2+’ 242t
T(t) = + = = = =
<t2 +1)4 (t2 +1)4 (t2 +1)4 (t2 +1)4 (t2 +1)4 (t2 +1)2

-

a 20-t?)
2 2 2 & 42
vt ;1) Lt ;1) j:t22i1i+izntt1j N(D)=i

(t2 +1) (t2 +1)
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Definicion
Se llama plano osculador al plano que contiene a una curva lisa ¢ y que esta
determinado por los vectores “T(t) y N(t)".

Definicion
Se llama Vector Binormal denotado por “B(t)” al vector unitario perpendicular al
plano osculador.

L/

3.7 Curvatura.

T, T,
Po P,
T, a
Tl

Definicion
La razén de cambio de direccion de una curva “c” con respecto a la distancia a
lo largo de ella en un punto P se llama Curvatura de “c” y esta dado por:

(T

e
Definicion
Si k() es la curvatura de c en un punto P y k(t)=0, entonces el radio de
curvatura de c esta dado por:

Ejemplo

Dada la curva descrita por f(t)=2ti+(t2 —1)j, encuentre su curvatura y su radio
de curvatura si t=1.

Solucién
f'(t)=2i + 2t

|£1(t) = va+4t? =412 ) = 21412

2i 2 1 t

T(t): + = i+ j
1+t2 201412 J14t2 A14t?
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()= |
T'(t):‘%(lﬂz)'%(m)n L+t?f —t2f+t?)? ;

)
2% _ t?
T(t)=——— .+(1 o )
Jeeey 1+t°
1+t° -t
T(t)=————i+ bee) |

Jarefp ot

1o T e VT o

—t 1
(R C) N (PR C) S
e b e
1+t2 1+t?

-t . 1

N(t)= i+ j
) J1+t2 1412

NG - \/1_ \/1_
a0 1

k(t) = || 0 éi: 7 (1+1t2)% = curvatura

WA S

Ar@pf V2
plt)=20+t?) = radio
p1)=v2°
Definicion
La Torsion de una curva denotada, por z(t) es un nimero real que indica la

medida del torsimiento de una curva con respecto al plano osculador y esta
dada por:
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Ejemplo
Calcular la torsion
a) T()
b) Nit)
c) B(t)

Solucion
f ()= costi +1tj +sentk

f'(t)=—senti+1 j+costk

lice cilindrico f(t)

d) k(t)
e) plt)
f) «(t)

|f‘(tj=\/sen2t+%+coszt:\/(sen2t+coszt)+%: 1+i= o=
f'(t) -—senti 3] costk 2senti 1 . 2costk
=—— "= +2o+ =— ——j+
ol E ETE B B
2 .2
T'=—-—=costi ——— sentk
V5 V5
|T'|:\/icos2 t+ 2 sent :\/i(cos2 t+Sen2t)=\/E=i
5 5 5 5 5
2 .2
——costi  —— sentk
N=- V5 - V5 = —costi —sentk
2 2
V5 V5
i j k
1 2 . 1 [ 2 2
B=TxN=|-——sent — ——cost|=i| ——=sent |- j| —sen’t+—cos’ t
V5 NG ( V5 J («/5 5
—cost 0 —sent
1 .2 .1
B =———senti—— j+——=costk
5 NG
2
J5 4 5
k(t)=YX2 =2 t)="
(t) =5 pl)=7
2
B'= ——costi —— sentk
N

k hallar:

]+k(0+ .

—cost

5

|
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-B'= icosti +isentk

B
Y
2 [f (N ()
1 .
—(costi +sentk)
5 2
()= \SE -
2

(costi + sentk)

Otra formula de torsién
f(t): (f|><f")' f”I

[Focr'f
Ejemplo

Calcular la torsion de la curva cubica alabeada f(t)=ti+t*j+t’k en los puntos
A(0,00)y B(2,48).

Solucién
f'(t) =i+2tj+3tk

£(t) = 2 + 6tk

£ (t) = 6K
ik

fxfr=|l 2t 3t|=if12t? —6t?)— j(6t)+k(2)=6t% —6tj + 2k
0 2 6t

(Fxf) frr=12

|fixf|=36t" +36t% +4
£ f* = 4ot +ot? +1)

T(t)_(f'xf")-f"' 12 3

T At e+l ot eott 4l

Si x=t, y=t?, z=t*por lo tanto:

A(0,0,0) = t=0 7(0)=3

B(248) =t=2 r(2)=— 2 -3
144+36+1 181

Unidad Funciones de
Y] varias variables

4.1 Definicion de una funcién de varias variables.
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Introducciéon

Muchas magnitudes que nos resultan familiares son funciones de dos o mas

variables independientes. Por ejemplo, el trabajo wrealizado por una
w=f-d . ) V=V(rh)=IO-r2.h
fuerza , €l volumen ¥ de un cilindro circular recto , el

area de un triangulo 4= &-k, son todas funciones de dos variables. El volumen
V=Vilah=l-a-h

de una caja rectangular es una funcion de tres variables.
Denotaremos una funcién de dos o mas variables de la forma usual
z=flzy) ="+ +1

z= fizy) = 7yz

En esta seccidn se introduce otro importante concepto: las funciones de varias
variables. Se introduce también el concepto de derivacién parcial. Conceptos
muy Utiles en las aplicaciones.

Se ha visto la gran utilidad de las funciones en la descripcion de los diferentes
fendmenos de la naturaleza. Hasta el momento se ha considerado solamente
funciones de una variable funciones de una variable:

f: R[R
x [y =f(x)

La explicacion y uso del mundo natural y social han planteado, sin embargo, la
necesidad de considerar funciones de mas de una variable. Por ejemplo,
considere el volumen de un cilindro circular recto:

h: altura

r: radio de 1a base o tapa

Cilindro circular recto

V = [Jr?h.
El volumen depende de r y de h. Por eso se puede escribir

V(r, h) = Or?h.
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Es decir, como una funcion de dos variables r y h.
Vi (r,h)OJFh

Por ejemplo:

V(1,2 =% 2=2

Los ejemplos son muchisimos:

V(X, Y, 2) = X2+ y? + Z°

es una funcion de tres variables: x, y, z.

En general, se puede hablar de funciones de varias variables.

4.2 Grafica de una funcion de dos variables.

En el caso de las funciones de 2 variables es posible obtener una
representacion grafica, al igual que se hace con las funciones de una variable.
Sin embargo, la representacion se hace en el espacio (en 3 dimensiones) y no
en el plano. En lugar de dos ejes de coordenadas X, y:

Por ejemplo, si

R
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se obtiene la mitad de la superficie de la esfera de radio r = 3, y con centro
en el punto origen (0, 0,0) (figura 9.14).

z=\;9—x2—y2
Nota: La ecuaciéon
Z2=9-x*-y? obien: 22 + x* + y* = 3

Brinda la superficie de la esfera completa.

El plano z =1

Otro ejemplo: sea f(x,y) = 1.

Esto representa un plano paralelo al plano xy (constituido por todos los puntos
(x,y,1)).

Es interesante sefialar que a las funciones de varias variables se les puede
aplicar también los métodos del Calculo Diferencial e Integral, con algunas
modificaciones.

Existen varias maneras de visualizar una funcion de dos variables, en esta
seccion lo haremos mediante una superficie en el espacio tridimensional.

Definicion (gréafica de funciones de dos variables)

- ., [:DER* 5 R : (z,v,2)
La grafica de una funcion es el conjunto de puntos tales

- D
que JFI:;’my €Y Es decir,

Graf(f) = {{z,y.f(z.¥)) | (z,y) € D}
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Observacion: La grafica de una funcion de dos variables JFfl{"z’!"']puede

interpretarse geométricamente como una superficie Sen el espacio de forma tal

- Ty - f .
que su proyeccion sobre el plano " es p, el dominio de ~ .En consecuencia, a

(z,¥) (=, ¥.2) .
cada punto enp le corresponde un punto en la superficie y, a la

: (%,1.2) - (=, v)
inversa, a cada punto en la superficie le corresponde un punto en b

(figura 1).

Ejemplo 1

: L, fEy) =2+ +1
Trace la grafica de la funcion

Solucioén

La grafica de esta tipo funciones es muy comldn y se conocen cCOmo
paraboloides (figura 2).

> : L z=at AP AL : o
Observacion: el paraboloide anterior tiene su eje de simetria
_ ) y=22+22+1
paralelo al eje =, es de esperar que un paraboloide como tenga su

. . . .V
eje de simetria paralelo al eje .
Ejemplo 2
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. . flEy)=-y+2
Trace la gréfica de la funcién * .

Solucién

Esta es otra de las graficas que usaremos con mucha frecuencia, se trata de un
planoy + z = 2, su grafica se muestra en la figura 3.

4.3 Curvas y superficies de nivel.

Debido a que muchas de las superficies Scon las que trabajaremos no

. ., z=flz,y) . L,
provienen de una funcion , €S necesario extender nuestra definicion
de gréfica.

Definicion (superficie)
e ., flz.yz)=0 . {z,y,2) € IR?
La grafica de la ecuacion es el conjunto de puntos tales

que satisfacen ésta ecuacion. Usualmente nos referimos a la grafica de una
ecuacion como una superficie §.

Definicion (traza de una superficie)

La traza de una superficie Sen el plano P, es la curva que resulta de la
interseccion entre ambos.

Ejemplo 3
Compruebe que la traza de la esfera

F+y+2t=10

y+ .
sobre el plano es una elipse.
Solucion

Para hallar la ecuacién de la traza debemos resolver el siguiente sistema
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24yt +22 = W

yt+z = 4

z=4-y =+ +d-y) =10 = F+2(y-2° =1

gue resulta ser una elipse:

2
T +y-2=1, z=4-y

No se acostumbra escribir una curva en la forma anterior pues es dificil de
manejar, resulta mucho mas cémodo y provechoso trabajar con curvas planas
o en el espacio, dadas en forma paramétrica. En este caso la curva se puede
escribir paramétricamente como:

z=+2cos#
y=senf +2
z=2—genf

N fef2n)

co . La curva y las superficies se muestran en la figura 4.

Ejemplo 4

2y 1

H H . = y=c
Dibuje las trazas del paraboloide sobre los planos , para cada
c=-2,-1,0,1,2

Solucioén

i y=dc = z=22+c2+1
En este caso las trazas corresponden a parabolas: es

decir:
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x=t
y==%c

=24+ +1

en su forma paramétrica. En la figura 5 se muestran las trazas y la superficie.

Otra manera de visualizar una superficie es por medio de sus curvas de nivel o
mapas de contorno.

Definicion (curvas de nivel)

- . Ty -
La proyeccion perpendicular sobre el plano ', de la traza de la superficie §
sobre el plano z=kse conoce como curva de nivel o linea de contorno. Al
conjunto de estas curvas de nivel se le llama mapa de contorno.

Observacion: también podemos definir curvas de nivel proyectando sobre el

yz -
plano coordenado = . Las trazas de la supeficie Ssobre el plano z=ko
proyectando sobre el plano coordenado zzlas trazas de la superficie Ssobre el

v==Fk -
plano . Aungue no se acostumbra hacerlo, pueden ser de utilidad al trazar
la gréfica de una superficie.

Ejemplo 5

Dibujar un mapa de contorno para el hiperboloide parabdlico dado por

z=flz,y) =y -

La grafica de esta funcidn se muestra en la figura 6.
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Solucioén

=k . .
Para cada valor de k, hacemos faw) y dibujamos la curva resultante en el

Ty : _
plano " . Para esto analicemos tres casos :

k<0 k= —¢c?
» Si , digamos que , entonces

;2

V-f=-—=3 =-==1

yz
2 2

Por tanto las curvas de nivel son hipérbolas con eje transversal horizontal y

P v
asintotas

s Si k=10

VvV -2=0= y=4=z

k=0
+Si , digamos que k=¢*, entonces

£y
2 2_ T _¥ _
y -z = c2=‘»é e 1

Por tanto las curvas de nivel son hipérbolas con eje transversal vertical y

p ¥
asintotas

El mapa de contorno se muestra en la figura 7.

Y
?.
233
a.a7 3.26
I 1.4
2.34 1l I
-1.4 | 0.46 .-1.4
-0.47
3,27 -3.2 X
- -1 1 P
-1
1.4
3.26 2.27:0.46

54



Ejemplo 6

z=z*+y* +1

Trazar el mapa de contorno para el paraboloide
Solucidén
Vamos a analizar tres casos:

k=1 k=c*+1 c#
+ Si , digamos que con , entonces

.'!::l’+1,|lz+1=1+uc:2 = :!:2+y2=c2

Entonces las curvas de nivel son circulos con centro en

» Si k=1 entonces

iy +l=1=2 2+ =0

(0,0)
lo cual corresponde al punto .

k<l k=1-¢* c# 0
. Si , digamos que con , entonces

Fry+l=1- = £+ ="

y radio r.

Lo cual es imposible y no hay curvas de nivel si se corta con planos por debajo

de z=1. El mapa de contorno se muestra en la figura 8.

Y
4.592 -
6.64 6.645
5.78 5.78
1.
. - - L :.:
-2 L
4.072.315 1.491 2
3.21
-1
5.78 5.78
76.64 £.645
B4 _2- L=
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Observacion: un mapa de contorno muestra la variacion de zcon respecto a ze

v , : .

por el espaciado entre las curvas de nivel. Mucho espacio entre las curvas de
nivel indica que =zvaria lentamente, mientras que un espaciado pequefio indica
un cambio rapido en =z.Otra cosa importante de notar en la figura 9, es que el
radio de la curva de nivel (circulo) es proporcional al valor de &, esto indica que
zva creciendo; lo cual concuerda con la forma de la superficie (paraboloide).
Un comportamiento contrario indicaria que =zdecrece. Por otro lado, para
proyectar una buena ilusion tridimensional en un mapa de contorno es
importante elegir los valores de kde forma que estén espaciados
uniformemente.

Ejemplo

En la figura 9 y la figura 10, se muestran algunas curvas de nivel y, en el
ambiente 3D se pueden ver las trazas arrastrando el punto rojo.

. z=(-3+{y-3*
Algunas curvas de nivel para

4

O W

)

Algunas curvas de nivel para
z=(z—37- B2

4.4 Limites y continuidad.

El estudio de los limites de funciones de varias variables es mucho mas

complejo que el de funciones de una variables, pues en este, Unicamente se

tiene dos caminos para acercarse a un punto, por la derecha o por las

izquierda; mientras que en el caso de varias variables existe una infinidad de
| (a,b) |

caminos para acercarnos a un punto , como lo muestra la figura 1.
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Y

Comenzaremos el estudio de los limites para funciones de dos variables, el
caso para funciones de nvariables es analogo. Primero definimos el analogo a
un intervalo abierto de E.

Definicion (Disco de radio &y centro P)

____D(p¥) . . _ §>0
Un disco abierto, o simplemente un disco, de radio y centro en
P =(a,b) . (z,y ) ) (a,b)
es el conjunto de todos los puntos ) tales que su distancia a
es menor que §, es decir

D(P,5) ={(z,y) e R tal que (= — )’ + (- B” <6} (1)

Observacion: si en la definicion (1) se cambia en < por un  obtenemos un
disco cerrado

Definicion (Limite de una funcién)

f:D{{a,b),8) Cc B — R
Sea una funcién de dos variables definida en el
. . "D((”': E’}:J} . ("’: E‘:]
disco abierto , excepto posiblemente en . Entonces

lim ¥ =L
) ey [ Y

. ] ) e>0D ) §=0
si y solo si para cada existe un correspondiente tal que

|f(z,y) — L| < e, siempreqgue 0 < 1,/(.:— a)l+(y—b*<4

Observacion : graficamente, esta definicion significa que para un punto
) (J:,'y:] = D((a, E:], 5] _;F(J:,y:] ) L+« L—¢
cualquiera , el valor de esta entre y , COMOo

se ilustra en la figura
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. . (z,y) — (ab)
Como ya mencionamos, cuando escribimos que entendemos
(I:y} . {”': E’] . . ., .
gue el punto se aproxima al punto en cualquier direccion. Si el valor
de
lim flz,v)

(z,4) = (a.b)

no es el mismo para todos los posibles caminos o trayectorias de acercarnos a
{”'s E’] . . I . . .,
, entonces el limite no existe. El siguiente ejemplo muestra esta situacion.

Ejemplo 1
Compruebe que el siguiente limite no existe

, iy
im & —
(z4) — (0,0) 22 + 32

Solucioén

D =R* - {(0,0)}
El dominio de esta funcion es . Para comprobar que le limite
no existe, consideramos dos trayectorias diferentes de acercamiento al punto

(0,0)

) y=0 z,0 o
Sobre el eje X( ) cada punto es de la forma ’ y el limite en esta
direccion es:

o o= dm o
(zw)—(0,0) 2+ ¥ ()= (z.0) T

= (z,z)

. Y=z ) .
Sobre la trayectoria cada punto es de la forma y el limite en esta
direccion es
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, Ty lam z? 1

(zw) = (LD 27+ 3y (zy) = (z0) 227 2
. . . . . (0,0)

Esto quiere decir que en un disco abierto cualquiera centrado en existen

(z,y) f f
puntos "““en los cuales " vale ly 0. Luego no puede tener limite cuando

(I:'y} — {D: D]

Observacion: en el ejemplo 1 pudimos concluir que el limite no existe porque
encontramos dos caminos que conducen a limites diferentes.Sin embargo,
aunque los dos caminos hubieran llevado al mismo limite, no podemos concluir
que el limite existe. Para llegar a tal conclusion, debemos demostrar que el
limite es el mismo para toda posible trayectoria. Esta tarea no es simple y
requiere el uso de la definicibn misma, como muestra en siguiente ejemplo.

Ejemplo 2
Compruebe que

2
o
(z) — (0,0) z° + ¥

Solucioén

La técnica que usamos con el ejemplo anterior no es adecuada para este caso,
pues aunque el limite de cero a través de muchas trayectorias esto no
demuestre que este sea su valor; pero nos hace sospechar que el limite existe.

e 0 §d =0
Sea , queremos encontrar un tal que
3z7%y . e
ﬁ_ﬂ < E mE]ILpIEquE D": Iz-l-'yz“:ﬁ
“+ 1y
es decir
ﬂﬁeﬁm eque D<= /z2+y2 <4
21 Pre g v ¥
como
1 1
2 3 3
< - _
=Tty = A
3z%y| _ 32%y|
< =3yl =3vy? < 32 +¢°
2%+ 7 2
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§=£
. . . . 3
Por conS|gwente, Sl eleglmos , entonces

3zly

—=Z o
24 y?

<3/t gE < 35:3(5) —

Por consiguiente, por la definicion

2
lim —SI g =
(z1) — (0.0) 22+ y

Los limites de funciones de varias variables tienen las mismas propiedades con
respecto a las sumas, diferencias, productos y cocientes, que las funciones de

una sola variable, como se muestra en el siguiente ejemplo.
Ejemplo 3

Calcule los siguientes limites

1. ' rty

(z.u) = (L,0) 22 + 2
2 nr,y}]jflu,n a; - 13
3 e e %ﬁfﬁ
Solucién

1. Evaluamos directamente

Y1 z+y  1+0
(zy) — (1,0 22 + 2 12 + 02 -

2. Para este limite, factorizamos el denominador

lim -y lim T3
() = (1) =& — y° (zw) — (1) (z — y) (22 + zy + y?)

1
1 -
() = (1,1) (22 + zy + ¥2)

1
3

3. Para este limite racionalizamos el denominador
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I —

lim i B lim =3 "E-I_ﬁ
(z.) — (4.4) VT — 7 (za) — (40 VT — T VT + /T

(z-y) (VE+ )

(za) — (44} T—y
(za) — (44) Vet vy

Existen algunas técnicas que a veces resultan utiles en el calculo de limites. El
siguiente ejemplo ilustra el uso de coordenadas polares en el calculo de un
limite.

Ejemplo 4

Use coordenadas polares para comprobar que

lm it
(za)— (0,0) /22 + 42
Solucién

(T: E] (I:y]
Sean las coordenadas polares del punto . Entonces, como

z = rTcosd

¥y = reend

tenemos

— tm rigenf co= d

Ym
(=) — (0,00 /22 +'_l,|'2 =10 T

= lim rsenfceosd =10
=0

|senfcosf| < 1 _
pues, para cualquier valor de 4.

El siguiente ejemplo muestra una situacién que podria llevarnos a pensar que
el limite existe.

Ejemplo 5
Estudie la existencia del siguiente limite

. iy
(z4) = (0,0) 2° + ¥*
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Solucioén

. . . ¥ =mz T
Si usamos trayectorias rectas que pasan por el origen , donde :
tenemos

, =y _ Y imz _ i _0
(za) — (0,0) 2 + 9% (zmz)— (0,0) 2% + (mz)?  m?
_ 2
. , y=mz’ om0
Ahora usemos como trayectorias las parabolas de la forma , con
1 iy , *mz? _ i -

' —_— = lim St —
(=) El{u,u} Pty w2t +(m?)? m

Esto nos podria llevar a concluir que el limite es cero, pues las rectas y

pardbolas que pasan por el origen son una infinidad de trayectorias.Pero,
3

y=z
observe que al usar la trayectoria , obtenemos
lim _..—,3y = lim =" = l
(zw)— OO 2"+ 3y (zo)— @nz®+z® 2
Por tanto, el limite no existe.
Definicion (Continuidad en un punto)
f:RCR* — R _ _ P=(ab) € R
Sea una funcion de dos variables, sea y sea
D(PSc R _ _ : f
un disco abierto centrado en Py de radio §, decimos que es
. P= {m,ﬁ] .
continua en si

lim | f(ay) = faY

(za) — (g,

f

Decimos que es continua en la regidon Hsi es continua en cada punto de la region.

. . . _ f(1,1)
Observacion : la segunda funcion del ejemplo 3 no es continua, pues ""no

1
. . .. f(l: l:] 3
existe, pero podemos hacerla continua redefiniendo como

Usando las propiedades de los limites podemos obtener el siguiente teorema
sobre la continuidad de la suma producto y cociente.
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Ejemplo 6

(D,0)

Compruebe que la siguiente funcién es continua en

3zy .

Tty s (z,y) #(0,0)
flz,y) =

0 &8 z=y=0
Solucioén
Del ejemplo 2 tenemos que
2,
lim 2 ¥ —p=£(0,0)
{ra)— (0,0) z° ¥y
L f _ (0,D) - g

por lo cual, la funcibn ~es continua en . La gréfica de la funcion se

muestra en la figura

Observacion : los ejes en la figura 3 se han variado un poco con respecto a la
forma usual en la que los hemos estado usando con el propdsito de que la

superficie se pueda apreciar mejor.

Ejemplo 7

Considere la funcién

2zy
T—y

flz,y) =

2

. . i
¢,Donde es continua la funcién = ?

Solucioén
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i:.i:,'y:] c B2
Observe que la funcion no esta definida para los puntos en donde

2
=1y
, por lo tanto es discontinua en dichos puntos. Es decir, es continua en :

D ={(z,y) € R*com z # y’}

: g f :
En la figura se muestra la region en la cual  es continua.

-~

b
I
S

Y

Teorema (Operaciones con funciones continuas)

f:DCRF — R 3 _ _ (a,b) € D
Si es una funcién de dos variables continua en y
g:BE — R . . ..y
sea una funcion de una sola variable, entonces la composicion de

. h=gof h{z,y) = g(f(z,y)) _
funciones , definida por es continua en

Ejemplo 8

Considere la funcién

flz,y) =In(z* +4° - 1)

; . f
¢;Donde es continua  ?

Solucioén

flzy) =2+ -1 g(t) =it
Si y , entonces

9(flz,y)) =gz’ +v* - 1) =In(z® + ¥* — 1) = h{z,7)

h = gof f o :
de modo que . Por otro lado, es un polinomio y es continua en todo
g . t>0 , .
R?,y " es continua para . Por lo tanto, hsera continua en

D={(z,y) € B tal que .i:z-l—yz} 1}
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2 2

“+y =1
que corresponde al exterior del circulo , en la figura 5 se muestra
esta region.

4.5 Definicién de derivadas parciales de funciones de dos variables, asi
como su interpretacion geomeétrica.

Sea z = f (X, y) una funcion de las variables independientes x e y. Como x e y
son independientes, podremos (i) variar x manteniendo constante y vy, (ii) variar
y manteniendo constante x, (iii) variar x e y simultaneamente. En los dos
primeros casos, z es una funcién de una sola variable y se puede hallar su
derivada de acuerdo con las expresiones clasicas que ya hemos visto.

Si x varia permaneciendo constante y, z es una funcién de x y su derivada con
respecto a esta variable x,

E g JEHALY) - L)
a Ax—0 Ax

Jxlxy) =

se denomina primera derivada parcial de z =f (x, y) con respecto a x.

Si lo que varia es y permaneciendo constante X, z es una funcién de y y su
derivada con respecto a 'y

fy(xa.}?)_ & = lim f(x,}’+ﬂ}’)—f(x,}’)

& Ay —0 Ay

recibe el nombre de primera derivada parcial de z = f (x, y) con respecto a
Y...

Las derivadas parciales anteriores admiten una interpretacion geométrica muy
sencilla. Consideremos la superficie z = f (x, y) de la Fig. 56-1, y sean APB y
CPB las intersecciones con dicha superficie de los planos que pasando por P
sean paralelos a los xOz e yOz, respectivamente. Si hacemos variar a x
permaneciendo constante y, el punto P se desplazara a lo largo de la curva
APB vy el valor de [ #/[ k en el punto P es la pendiente de la curva APB en P.
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Analogamente, si hacemos variar y permaneciendo constante x, P se movera a
lo largo de la curva CPD, y el valor dd_] z/[ k en P es la pendiente de la curva
CPD en P.

Resolver los siguientes reactivos
1) Calcular la derivada parcial fx de F(X,y)=3x—xy?
a) T, (X, y) =3-2xy*
o) f, (X, y)=5-3xy*
o) T, (%, y)=7-5xy*
g f (X, y)=9-7xy’

o f,(x y) =11-12xy°

2) Calcular la derivada parcial Ty de [ (X, Y) = 3X— x%y*
o T,(X,y)=-2yx®

 f,(X, y)=—-4yx*

o Ty(Xy)=-6yx®

g f,(Xy)= —8yx”
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o T, (X, y)=-12yx*

2,,2
3) Calcular la derivada parcial fx de f (X1 y) - 3y — Xy

5 F(Xy) =—2xy*

p T (X, y)=—4xy’

o T(xy)=-6xy*

o f(xy)=-8xy’

o F(xy)=-12xy°

4) Calcular la siguiente deriva Ty de T (X, Y) =3y —x"y’
g f,(xy)=3-2yx’

o) f,(X,y)=5-3yx*

o f,(X,y)=7-5yx’

g f,(X,y)=9-7yx?

e) f,(X,y)=13-9yx’

5) Calcular la derivada parcial fx de f(X,y)=5Xx—2xy

a) fx(Xs y) = DX — 2y
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hy f.(X,y)=7X—-5y
o F.(X,y)=9x—-7y
g f.(x,y)=11x-9y
e) f (X,y)=13x—11y

4.6 Derivadas parciales de orden superior

ar
Sea fGeR - IE:, Gabierto y no vacio. Supongamos que Ox; existe
af

. . A,
para todos los puntos de <. En consecuencia la derivada parcial ©*i es una

nueva funcion definida en el mismo conjunto &, es decir una nueva funcion de

las *variables #1-%2. ---»%n, En otras palabras,

¥ Gcmr - R

ax;

Por lo tanto, nada nos impide volver a considerar derivadas parciales de esta

nueva funcién respecto a las mismas variables *1-%2.--->%n, En el caso que
estas derivadas existan, se denominan derivadas de segundo orden. Por
or

. . . ., T . .
ejemplo, si derivamos la funcién ©X: respecto a la variable *ila segunda
derivada resultantes se escribira en cualesquiera de las siguientes formas:

n ¥

2
%(ﬂ}: fug@) Dygfla), Dy efla).
C C».Ij

2

En el caso especial, en que ¢ =/, es costumbre usar, en lugar de la primera
forma indicada arriba, la siguiente expresion:
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Tia

Ej-r
2'\.
I

a).
ox:

Las otras formas de notacién no varian. En el caso que ! *.Jse habla de
derivada parcial mixta.

Derivadas parciales de orden superior se definen y se denotan usando un
patrén similar al de las derivadas de segundo orden. Por ejemplo, si primero

derivamos respecto a la variable *idespués respecto a la variable xi'luego dos
veces respecto a la primera variable #:y finalmente respecto a la variable *k, la

. . . ] P
derivada parcial resultante sera de 5 orden y se denotara por,

Ejemplo

Encuentre todas las derivadas parciales de segundo orden de la funcion:

fx,v,z) =x%+ ysin(xz).

Solucion. Las derivadas de primer orden son:

.,
c

,]—f = 2x + yz cos(xz)
ox

.l

c .

—,If = sm{xz)

oy

j

of

= = xycos(xz)

oz 4

Las derivadas mixtas de segundo orden son:

) -1
c c
= :l'f = = :lf = zcos(xz)
oxdy oyox
'12_;',(‘ a2
o5 .
= = ycos(xz) —xyzsm(xz)
dxcz O=0x o S
52 a2
c c
= :’-:r = = ::.,r = xcos(xz).
dydz dzdy
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Finalmente, el resto de las derivadas parciales de segundo orden son:

a5}
£
Sy

— =2 — yz* sinlxz)
Oox

'12f
dy?
a*f

oz

[

=0

L)

= —x?ysin(xz)

, . . 2 .
En general una funcién de % variables tiene #~ derivadas de segundo

orden y de ellas n(rn—1) son mixtas.

Si se observa cuidadosamente el problema anterior, se puede ver que las

derivadas mixtas no cambian de valor si permutamos las variables. Esto es, se
cumple que:

o 0%

@Ij@l’j @Ij(?b'.’j

La igualdad de las derivadas mixtas, resultado demostrado por Nikolaus |
Bernoulli (1687-1759) sobrino de los famosos hermanos Johann y Jakob
Bernoulli, se cumple siempre que ellas sean continuas. La continuidad de las
derivadas es esencial, como puede verse en el siguiente ejemplo clasico:

Ejemplo

. W m
Considere la funcion 7 R — “dada por:

2 2
ATV e Yy = (0 0)
Ary) = b4y P x,5) = (0,0)

Demuestre que sus derivadas parciales mixtas de segundo orden existen en

(0,0)pero no son iguales.

Solucion. Si * € I se tiene:
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Ax i) —Ax,0)

d .
Tf(x.ﬂj =lim T
oy oD
. 2 _
=lim xxzi’%'z
=0 X +.-%'2
=x

Observe que esta expresion también es valida para * = 0

Anélogamente para todo ¥ < IEglse tiene:

) . LYY = L3
f—f(().y) =lim Hay) —70.7)
ox . A
. A2 — g2
=lun y ————
wen A+ Y
= —y.
Por lo tanto:

o2
9 (0.0) =lim -2
cdxdly s Fa
. —kF—0
=lim
k—0 &
= -1
Anélogamente:
™ Y no0y— L 0.0y
(& T oy
ayox (0-0) —lm %

=lim
h—0 A

= 1.

a i )
97T 0,0 = G{rU.U}

. AcAa / 3 \
En consecuencia CFCY Cyox

Por consiguiente, al menos una de las derivadas mixtas no es continua en

(0,0),
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Una funcién ¥ = %(%.¥)con segundas derivadas parciales continuas y que

-, 20xw) = -
cumpla con la ecuacion, (V= u)(x.y) ﬂpara todo (%s¥)en su dominio, se
denomina funcién armonica. La expresion diferencial,

32 a
ox oy

2
2

se denomina "operador laplaciano” (en honor al matematico francés Pierre
Simon Laplace (1749-1827), quien, mediante complejos razonamientos
matematicos demostrd que nuestro sistema solar es estable y por consiguiente
las oOrbitas de los diversos cuerpos celestes de nuestro sistema son de caracter
eterno. Este trabajo incluido en su gran obra "Mécanique celeste" es
considerado como el trabajo que marca un hito en las aplicaciones de la teoria
de la gravitacion de Newton. Napoledn, contemporaneo de Laplace y gran
admirador, tanto de la Ciencia como de los grandes cientificos, pregunté un dia
a Laplace la razon por la cual no habia ninguna mencién de Dios en su trabajo
sobre el sistema solar, ya que en todo caso, éste trataba sobre la estabilidad de
nuestro sistema celestial. ¢acaso ya no era necesaria la intervencion divina?
Se dice que Laplace se disculpo sefalando que no tuvo necesidad de usar esa
Hipotesis. Cuando le contaron esta anécdota a Joseph Louis de Lagrange
(1736-1813), este se limit6 a comentar "Ah, jpero era una maravillosa
Hipdétesis!™).

Corolario

i - m -7

Sea
derivadas parciales hasta el n-ésimo orden son continuas en G, Suponga

ademas que Py 9son dos nimeros naturales tales que 24 =7 = 2,
Entonces:

any B ary
A E T AL Ea. T
o C».xj C»xj&.x:

Demostracion. Use induccion.

Ejemplo

72



Considere la siguiente funcion:

flx,y) = xsin(xy).

Compruebe que:

Solucion. Las derivadas de primer orden son:

d .
,I—f = s Xy ) + Xy cos(xy)
Ox
&
c
ﬂl—f = x? cos(xy)
oy

Ahora, las derivadas correspondientes derivadas de segundo orden son:

32 A2

c c .

5 ilf = 3 f:r = 2xcos(xy) —x?ysm{xy)
clxcly cyclx

A2

c .

- ”;r = —x° smixy)

cy

= = = —3x?sin(xy) — x>y cos(xy),

que, como era de esperarse, resultan ser iguales, pues la funcién Ttiene
derivadas parciales continuas de todos los érdenes.

4.7 Incrementos, diferenciales y regla de la cadena.

y=f(

Para funciones de una variable
como

Ay = f(z + Az) - f(z)

2)

) . Y
, se define el incremento de
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y la diferencial de v como
dy = f"i:.i:]rla:

Ay ] y = f(z) dy
representa el cambio en la altura de la curva y

., ¥
representa la variacion en  a lo largo de la recta tangente cuando =z
varia en una cantidad dz = Axz.

. : y Af
En la siguiente figura se muestra .

flxo+Ax) 7 T

Ay

fixo)

X0 Xo+AX

Observe que se aproxima a cero mas rapidamente que Az,
ya que

_ Ay — dy _ flz+ Az) — f(z) — f'{z)Az _ flz+ Az) — f(z) _ f(a)
Az Az Az

3

y al hacer Az — D, tenemos que e — 0.
Por tanto

Ay = dy+eAx
donde e — 0 conforme Az — 0.

. g _ z = flz,y)
Ahora consideremos una funcion de dos variables .
Ay

. ¥ . .
Si zy son incrementados Azy , entonces el correspondiente
incremento de = es

Az = _ff:.]:-l—ﬂ..]:,y-l- ﬂry] _I(I:y}
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I:J:,’y:]

. f
Con lo cual Az representa el cambio en el valor de  cuando
] t:.r. + ﬂu.r, i+ ﬂry:]
cambia a .
Definicion

f:DCR —R Ay
Sean una funcién escalary Azy incrementos de

¥ . . . ,
zyde , entonces la diferencial total de la variable dependiente =z es

dz = fa(z,y)Az+ fylz,v)Ay
Ejemplo

Calcule la diferencial total para la funcién

f(.r,*y] = 2z3 +'.':|'2

Las derivadas parciales estan dadas por

g _ 32
dz V252 + 42
9f _ ¥y
dy + 228 + ?
de donde
df(z,y) df(z,y) 3z? y
dz = ——— Az 4 Ay = Ar4+ ———A
Oz ‘ oz Y 228 + 32 * /223 + 42 Y

Teorema (aproximacion lineal)

R —R
Sea una funcién escalar continua en D'. Suponga que
Ay y
Azy son incrementos de zy de , lo suficientemente pequefios
(zn+Az,y+Ay) € D . . .
para que , entonces si las derivadas parciales

fx fy . (IUJFU] . .
y son continuas en el incremento de la variable

dependiente =

Az = flzo+ Az,yo + Ay) — flzo, o)
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puede escribirse como

Az = _frr:.ru,yu]ﬁ.i: + fy(.ru,yu:]ﬁy + a1z + 2 Ay

donde
E] — 0

cuando Az — D
ga — 0 Ay — D

cuando

Ay
Los incrementos Az y se les llama diferenciales de las variables
dy
independientes y se denotan por dzy

Observacion: Este teorema afirma que el cambio real en =zes
aproximadamente igual a la diferencial total dz, cuando Ilos
) Ay . Az 2 dz
incrementos Az y son pequefios, es decir, :

Ejemplo

El radio de la base y la altura de un cono circular recto miden 10cmy
25¢m , respectivamente, con un posible error en la medicion de 0.1lem,
cuando mucho. Utilice diferenciales para estimar el error maximo en el
volumen del cono.

Solucién

El volumen de un cono es V = =r2Ah /3, con lo cual la diferencial total es

oV gV 2rrh r?

Puesto que los errores son, cuando mucho, del orden de O0.lem,
|Az|<D.1 |Ay/ <Dl

tenemos que y . Para estimar el maximo error en
el volumen, tomanos el maximo error en las medidas de ry h. Por
_ r=10,h =25
tanto, dr = 0.1y dh =D.1, junto con
500 100
dv = ?0.1+Twn.1=zmr

De esta forma el méximo error en el volumen es de aproximadamente
20mwem = Bicmn

Para que una funcion de varias variables sea derivable en un punto
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{"': E’]

no basta con que las derivadas parciales existan, esto nos dice
gue la derivabilidad de una funcion de varias variables es mas compleja
gue la de una variable.

Definicion (diferenciabilidad)

f:DCR*—R

Dada una funcidon escalar continua en Dcon
. . fx Ky . (IU:'HU] €D .
derivadas parciales y son continuas en , SI Az

puede expresarse como

Az = folzo,yo)Az + fy(zo, ) Ay + a1z + e2Ay

donde
] —* 0

cuando Az — D
ga — [0 ﬂy — 0

cuando

. f _ _ (zo, ¥n)
decimos que es diferenciable en

., . ., f . . {IU: '-'!"U]
Observacion: Es decir, que una funcion es diferenciable en

si la diferencial total dzes una buena aproximacién al incremento total
Az . En otras palabras, la funcion lineal

= flzo,y0) + fe(z0,30)(z — za) + fulzo, vo)(y — yo)

[}

. ., ., f {IU:P’U]
es una buena aproximacion de la funcidbn ~ cerca de . Por

o o f A
consiguiente, por el teorema de aproximacion lineal, si y — existen

{IU:T!'U:] . f
cerca de Yy Sson continuas en este punto, entonces es

diferenciable en este punto.
Ejemplo

Use diferenciales para calcular un valor aproximado para

/3(1.95)3 + (5.1)2

Solucion
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flz,y) = /3(z)® + (¥)?

Consideremos la funcién y observe que podemos
f(2,5) =17 Ty =2
calcular con facilidad . Por lo tanto, tomando y
yg =58, dr =Az=-0.05 dy=~Ay=01
y , obtenemos
+/3(1.05)3 +(5.1)2 = f(1.95,5)
= §(2.5) +df

= T+ f(25)dz + f,(2.5)dy
12 5
= 7+ = (-0.05) + (01

= B.98571

f
La diferencial de  fue calculada en el ejemplo 1.

Al igual que para funciones de una variable la diferenciabilidada
implica continuidad, como vemos en el siguiente teorema.

Definicion (diferenciabilidad y continuidad)

f:DCR? —R

Sea una funcibn de escalar diferenciable en

f:u,, E] e D f ) f:u,, E]
, entonces es continua en .

4.8 Derivacion parcial implicita.

Funciones explicitas y funciones implicitas

En los cursos de calculo la mayor parte de las funciones con que trabajamos

estan expresadas en forma explicita, como en la ecuacion

y=4x*+3

donde la variable y esta escrita explicitamente como funcion de x. Sin embargo,
muchas funciones, por el contrario, estan implicitas en una ecuacion. La

funcién y = 1/ x, viene definida implicitamente por la ecuacion: xy = 1.
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dy

Si queremos hallar la derivada #x para esta Ultima ecuacién, lo hacemos

despejando vy, asi, y = 1 / x = x *, obteniendo su derivada facilmente:

d_y=—x_2— 1

dx x
El método sirve siempre y cuando seamos capaces de despejar y en la
ecuacion. El problema es que sino se logra despejar y, es inutil este método.

Por ejemplo, ¢cémo hallar dy/dx para la ecuacién x° - 2y® + 4y = 2, donde
resulta muy dificil despejar y como funcion explicita de x?

El método de regla de la cadena para funciones implicitas

Ya sabemos que cuando se derivan términos que solo contienen a X, la
derivacién sera la habitual. Sin embargo, cuando tengamos que derivar un
término donde aparezca la y, sera necesario aplicar la regla de la cadena.

Ejemplo

izj ] =3x*

dx Aqui las variables coinciden: se deriva normalmente.

Ejemplo

Ayt )azpr Y
dx dx Aqui las variables no coinciden: se usa regla de la cadena.

Ejemplo

dy
Hallar @x | de la funcién implicita:

ax® +2xty -y x =10
of
Aplicando la notaciéon 2% a cada término y extrayendo las constantes;

d f i kS ) 7 o
£ xSye2l -£ -2 10
ﬂdx(x) dx(xy) dxbf x) dx( ]'.

En el primer término las variables coinciden, se deriva normalmente, en el
segundo término se aplica la derivada de un producto (primer paréntesis
cuadrado), lo mismo en el tercer término.
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bax® + 2 2 (x  + 3?’ ]- [%U?}H%Ex}f ]=j+xﬂm_

—Df )
La regla de la cadena se aplica el término &z , COmo puede observarse a

continuacion claramente en el segundo paréntesis,

3'111_.1’] [? 5 &

=0
dx dxx+y ]

Gax” + 2[ 3xty + x

quitando paréntesis y ordenando los términos,

3'111}”_? ﬁdy_y?=0

bax” +6x y+ 2x
adx adx

pasando algunos términos al lado derecho,

2x’ jﬁ Txy® % =y —6ax’ —6x'y

&y
extrayendo el factor comin ~ @x |

( 2z = Txf )% =y’ —Bax” - 6x’y

y finalmente despejando, obtenemos la respuesta requerida:

ci_y =y? —éax’ —6xty

dx 2x' = Txy’

dy/dx con derivadas parciales

Mucho del trabajo anterior podria omitirse se usaramos la férmula siguiente:

df
d_y = —E
ax E
ay
E

donde x| representa la derivada parcial de la funcion f, con respecto a x,
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¥

y dy , representa la derivada parcial de la funcion f, respecto a la variable y.
Ejemplo

dy
Hallar @x | de la funcién implicita:

ar® +2x°y -y x =10

Solucion:

Primero,

il =bax’ +6x'y—y7

dx

segundo,

Y 2x - T’
ahora el cociente,
df

e _ _E _ _ﬁaxj +6;{jy—y?

ax E 2xt =Tyt
dy

acomodando el signo menos en el numerador, obtenemos el resultado:

dy =y? - 6ax’ —6x°y
ax 2xt = Txf

Para usar la férmula se debe introducir al alumno a las derivadas parciales con
algunos ejemplos. Obviando la teoria de las mismas que no es necesaria para
el tema de derivacion implicita.

4.9 Coordenadas cilindricas y esféricas.

Se muestran tres diferentes sistemas ortogonales de coordenadas de uso
comun en estudios de electromagnetismo.

Las matrices de transformacion entre los diferentes sistemas de coordenadas

cumplen todas las propiedades algebraicas para transformaciones
ortonormales, a saber:
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« La matriz de transformacion directa es simplemente la transpuesta de la
matriz de transformacioén inversa.
o El determinante de la matriz de transformacién es unitario.

Coordenadas Rectangulares: En el sistema de coordenadas rectangulares,
también denominadas coordenadas cartesianas en honor a su inventor, el
matematico francés Rene Descartes, la posicidbn de un punto se encuentra
determinada por tres numeros independientes que definen las distancias a los
llamados planos coordenados. En la siguiente efigura, se pueden observar los
tres planos coordenados que forman angulos rectos entre si y cuyas
intersecciones son los llamados ejes coordenados. Las distancias
perpendiculares medidas a los planos coordenados constituyen las
coordenadas de la posicion del punto dado.

Plano yz
R S
Plano =z y| T
2 y
N Plano =y

Sistema de coordenadas cartesianas.

Un vector en coordenadas cartesianas se puede notar usando las proyecciones
del vector sobre los ejes coordenados y un conjunto de tres vectores directores
gue apuntan en direccién de dichos ejes.

En la siguiente figura, se muestran los vectores unitarios directores del sistema
de coordenadas rectangulares.

Vectores unitarios del sistema de coordenadas cartesianas.

De acuerdo con las propiedades del producto escalar, un vector cualquiera se
nota en el sistema de coordenadas cartesianas como:

= - = -
A=4d a+4,a,+4 a,
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Donde, 4.4y 4 50n las proyecciones del vector A sobre los ejes coordenados
- = =

X, Y, z respectivamente y “x%:“:son los vectores unitarios directores del

sistema de coordenadas cartesianas.

El vector posicion de cualquier punto en coordenadas cartesianas por tanto
viene dado por:

-+ -+ -+ -+

A=zxa,+tya,tza,
Vector posicion en coordenadas cartesianas.

Los productos vectoriales de los vectores directores del sistema de
coordenadas cartesianas siguen una regla de rotacion:

- = =
@, N, =,
-+ -
CIJ_,XQ'.E =,
- - -
@pRa, =d,

Rotacion en los productos vectoriales del sistema cartesiano.

Ejemplo 6 - Rplicacion de la propiedad distributiva del producto vectorial en coordenadas cartesianas’

=+ = - - - -+ - -
Calcule el producta vectarial Ax & dados los vectores A=2a,-3a, v S=a,-a,

Solucidn

El problema se puede resolver aplicando la propiedad anticonmutativa, la distributiva y
haciendo uso de la Ecuacian 10 como e muestra a continuacian:

- = -+ - - -
A= B = [Eczx— chz]x[ay—a;z]
e aplica la propiedad distributiva

- = B B B B
AxB=2a,xa,- Eaxxax—3axxay+3axxax|

Se hace uso de Ja Ecuacidn 10 v de la propiedad anticonmutativa

AxB=2a,+2a,+3a,
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Coordenadas cilindricas

El sistema de coordenadas cilindricas utiliza como base el sistema de
coordenadas polares en 2D proyectado hacia el espacio usando la coordenada
z del sistema de coordenadas cartesianas.

En este sistema, las coordenadas x e y son reemplazadas por un vector
dirigido a la proyeccion del punto sobre el plano XY cuya magnitud es igual a la
distancia del punto al eje z , la cual es la primera coordenada del sistema. El
angulo de direccién de dicho vector medido con respecto al semieje x positivo
constituye la segunda coordenada del sistema y la tercera coordenada coincide
con la coordenada z del sistema cartesiano.

En la siguiente figura, pueden observarse las tres coordenadas asociadas a un
punto en el sistema cilindrico de coordenadas.

Sistema de Coordenadas cilindrica

En este sistema de coordenadas al igual que en el sistema cartesiano, existen
tres vectores directores que permiten indicar la direccion de un vector. La
siguiente figura, ilustra los tres vectores directores del sistema.

az v
ap
ar

Vectores directores del sistema de coordenadas cilindricas.
Un vector en coordenadas cilindricas queda definido por:
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- - - -
A=A, a,+4 a,+4 a,

Donde “es la proyeccion radial del vector con respecto al eje z sobre el plano
XY, ‘qwes la componente angular medida con respecto al semieje X positivo y
4 coincide con la componente cartesiana del mismo nombre.

Al igual que en el sistema cartesiano, los productos vectoriales de los vectores
directores del sistema de coordenadas cilindricas siguen una regla de rotacion:

-+ = -
CIFXCIF =d,
- - -
Ag¥dy =,
-+ = -
@, xda, =a,

Rotacion en los productos vectoriales del sistema de coordenadas cilindricas.

El vector posicion de cualquier punto en coordenadas cilindricas queda definido
por:

- - -
A=ra,tza,

o EEE;

b -+
Los vectores “r ¥ “sdel sistema de coordenadas cilindricas, cambian de

direccién de acuerdo con la coordenada ?; a diferencia de los vectores del
sistema cartesiano que son constantes e independientes de las coordenadas.

Esta caracteristica, debe ser tomada en cuenta para la derivacion o integracion
directa cuando se involucra la coordenada ?.

Para estos casos, resulta muy conveniente usar las identidades de los vectores
unitarios que permiten convertir un vector de un sistema de coordenadas a
otros.

A continuacion se muestra la matriz de transformacion de coordenadas
cilindricas a cartesianas y la matriz de transformacioén inversa.

Estas matrices fueron obtenidas por el método de suma de proyecciones de un
sistema de coordenadas sobre otro, por lo que los productos escalares entre
vectores de diferentes sistemas de coordenadas pueden obtenerse de forma
directa por el cruce de filas y columnas de la matriz directa o inversa.

A Cosg —Ssag 0| A
A, |=|Seng Cosg 04

A 0 0 1) 4

=
Fo=afxt +y2 Q?:tan_l[{] z=z
x
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Transformacién de coordenadas cilindricas a cartesianas.

A, Cosg Seag O A,
A |=|—Seng Cose 0| A,
A 0 o] 1 A

x=rCosg y=rSeng

Transformacién de coordenadas cartesianas a cilindricas.

Ejemplo 7 - Transformacion de coordenadas cartesianas a cilindricas

Dadao un punto en cartesianas (-3.-4,5). Hallar las coordenadas cilindricas que corresponden
al punto dado.

Solucidn

De la Ecuacian 13: r = «f[— 3)2 +(—4)2 =5 g=tan _1[_—:] =233" =5

Ejemplo 8 - Transformacion de coordenadas cilindricas a cartesianas

- —
Exprese los vectores @, ¥ &, encoordenadas cartesianas y calcule sus componentes para

los angulos. a) ¢ = % b &= 2% cl &= ??TS dy ¢= 5%.
Solucidn

s
De la matriz de transformacion de la Ecuacidn 12 para la transformacion de @, se tiene:

A, Casge — Sexge O 0 — e g
A, [=|Seneg Cosg 0| 1|=| Cosg
Al 0 0 10 0

. - -
Por tanto: a, = —Sengpa,+ Cospa,

=
Para el caso de @, se tiene:

A, Casge —Semge 01 Cosge
A, | = | Seng Cosgr 0| 0| =| Sernge
A 0 0 1] 0 0

Por tanto: a, = Cosga, + Senpa,

Reemplazando para los diferentes angulos se tiene:

a) @, = —Senl7 a4+ Cosl7f ), = —0.707 2, + 0.707 &,
b) a, = —Sen(270)a, + Cos(274 Ja, = ~0.8664,+0.54,

—

, = Cos(274)a, + Sen(274 Ja, = —0.54,+ 0.8664,

s

o a, = Senl17f Ja, + Cos(T L la, = 054, 0866,
a, = Cos(17f ), + Sen(T 75 Jar, = —0.866 2, — 0.5a,
d) a, = —Sen(7LL Jar, + Cos{574 Ja, = 0.866a, +0.5a,

@, = Cos(57 Ja,+ Sen(574)a, = 0.54,~ 0.866 4,
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Eiemplo 0 - Transformacidn de funciones vectoriales de coordenadas cilindricas a cartesianas.

- - - -
Dada una funcidn vectorial A= }Sen2$ar+ Sroen@los@a,+3za,

a) Evalie |a funcidn en el punto » =5 @=210" z=1

b) Exprese la funcidn en coordenadas cartesianas
c) Transforme a coordenadas cartesianas el punto dado en a.
d) Evalde la funcian obtenida en b en el punto abtenido en c.

Solucidn

a) A=37750a,+6495a, +3a,

b} A partir de la matriz de transformacidn:

AT [Cosg —Seng 0 3rSen’e 0 0
Ay |=|Seng  Cosg 0| Srdenglosg|=|3rdeng|=3 ¥
A 0 0 1 3z 3z z

z

-+ -+ -+
La funcidn vectorial queda: A= 3ya,+3za,

cl x=rlosp=-433 y=rieng=-25 z=z=1

—

d) A=-T5a,+3a,

Coordenadas esféricas

En el sistema de coordenadas esféricas se utilizan también tres coordenadas
para notar la posiciébn de un punto o un vector en un espacio tridimensional,
dos de estas coordenadas son angulares y una de ellas es métrica.

Se utiliza la longitud de un vector ( R ) que une el origen de coordenadas con
punto dado, el angulo que este vector forma con el semieje z positivo (B)y el

angulo que su proyeccion sobre el plano XY forma con el semieje X positivo ()
, tal como se muestra en la siguiente figura 8 .

Los angulos 8y %toman los nombres de angulo polar y angulo azimutal
respectivamente.
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Sistema de coordenadas esféricas.

En este sistema de coordenadas al igual que en los anteriores, existen tres
vectores directores que permiten indicar la direccion de un vector y que se
muestran en la siguiente figura 9 .

Un vector en coordenadas esféricas queda definido por:
- -+ -+ -+
A= ﬂRaR+ﬂ¢a¢+Aﬂ @,

Donde ‘qﬂes la proyeccién radial del vector con respecto al origen de
coordenadas, "qﬁes la componente angular medida con respecto al semieje x

positivo proyectada sobre el plano XY y 4es la proyeccién en direccion de
incremento del &ngulo ©.

X
Vectores directores del sistema de coordenadas esféricas.

En el sistema de coordenadas esféricas, los productos vectoriales de los vectores
directores también siguen una regla de rotacion:

- = -
ApXdy =4,
- = -
A" Ay = dg
- = -

X, =g
Rotacién en los productos vectoriales del sistema de coordenadas esféricas.

El vector posicion de cualquier punto en coordenadas esféricas queda definido
por:

}:Ra: ow=q L P=8)

En este sistema de coordenadas, la direccién de los tres vectores directores
cambia de acuerdo con las coordenadas Py ©, por lo que no se pueden
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asumir como constantes en operaciones de derivacion, integracion o
transformacion de coordenadas que las involucren.

Para estos casos conviene también usar una matriz de transformacion a
coordenadas cartesianas, se muestra la matriz de transformacion inversa.

A sen8Cosgp — Sen@ Cosflosp|| A,
A, |=|SenBleng Cosg Cos8ieng || A,

A Cosd 0 —Send || A,

=

Matriz de transformacion directa de coordenadas esféricas.

A sen8Cosgp SenflSeng Cosd || A,
A |=| —feng Cosg 0 A,
A, Cos8Cosg Cosfleng —send || A

x=H Send Cozip
v=F Send Sengp
z= R Cosd

Matriz de transformacion inversa de coordenadas esféricas.

Ejemplo 10 - Transformacidn de coordenadas cartesianas a esféricas

Dado un punto en cartesianas (-5 .3 -4). Hallar las coordenadas esféricas gque corresponden
al punto dado.

Solucian

R=fx? 437 +2* = [C5F +GF +(C4F =52
&= tan_l[ixg +og ]= tan_l[—' (_ 5f +(3f ]= 124"
—4

=z

= o 3
&= tan 1[1] = tan 1[—] = 145"
x -5
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Ejemplo 11 - Transformacion de coordenadas esféricas a carfesianas

— —
Exprese los vectores @, y @ en coordenadas cartesianas y calcule sus componentes para

los angulos. a) g}:% 8= 25’1"3 by = 3% 5:5%

Solucidn

De la matriz de transformacion se tiene:

A, Sen8Casep — Sengp Cos8Casg|| 1 Sen8 Casg
A = | SenBlSeng Cosgp Cos8Senre || 0|=| SendSeng
A Casd 0 — mend 0 Cosd

ay = SendCosga, + SendSenpa,+ Cosba,

A, Sen8Casep — Seng Cos8Cosg| 0 CasdCosg
A, = SenBleng Cosgp CosBleng||0|=|Cosfieng
A Casd 0 —Serd 1 — Send

a, = Cos8Cos@a,+ Cosd Senpa,— Senba_

Ewvaluando en los puntos dados:

a) a_; = Sen (2%) Cos M}I‘;; + Sen (2%)39’3 (%:I‘;; 3 005(2%)‘;;
ay =0.6124a,+0.6124a,- 0.5a,
a_:, = Cas(z%:lc'@s (%:I‘;: +Cos (2 %)99” GTA:I a_:, — Son [2%);;

@, =—-0.3536a,~ 0.3536 a,— 0.866a,

—

h) @y = Sen(5%)003(3%)c;;+3en (5%:]&3?3 (3%:]@:;+ 005(5%)6:;
g = —0.3556a,+0.3556a,— 0.866a,
cz_; e 003[5%)005(3%)51 + Clas (5%:@@?3(3%) a_:, - Sé‘?z(ﬁ%:l(;;

@, =06124a,—0.6124 Jy— 0.5a,
Mediante una combinacién se puede obtener una matriz de transformacion
directa y otra de transformacioén inversa entre los dos sistemas de coordenadas

curvilineas lo cual completa la totalidad de las transformaciones posibles entre
los tres sistemas.
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A send  Cos8 04,
A |=|Casd —Send 0| A,
A, 0 0 1] A,

=

Beriiz2 o= tan_l(i] =@

Transformacion de coordenadas esféricas a cilindricas

A send Cosd 04,
Ay |=|Cosfd —Send 0| A
A 0 0 14

@ ®

r=RSen8 z=RCos8d =g

Matriz de transformacion inversa de coordenadas cilindricas a esféricas.

4.10 Derivada direccional, gradiente divergencia y rotacional.

. (IU: yﬂ]
Suponga que deseamos calcular la tasa de cambio de =z en el punto en

o = (a,b)
la direccion de un vector unitario arbitrario " Para esto consideramos
.. ., z = I(I:y] . f Zp = f{Iu,yu:]
la superficie S con ecuacion (la graficade )y sea .
P:{ID,IFI],ZEI} . .

Entonces el punto esta sobre S . El plano vertical que pasa por
el punto P en la direccion del vector @ interseca a la superficie S en la curva
T . La pendiente de la recta tangente T a la curva T en el punto F es la tasa
de cambio de =z en la direccion de = .

Derivada direccional en P en la direcciéon de u

. Q=(I,y,z} . Q’
Si es otro punto sobre la curva T, y si Py son las

. e
proyecciones sobre el plano XY de los vectores Py , entonces el vector
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PQ
es paralelo al vector % , y por consiguiente

Derivada direccional en P en la direcciéon de u

PQ = k¥ = (ha,hb)

para algun escalar h . Asi pues,

z—zp = ha =z = zg+ha
y—w =hb=y = yo+hb

y la razén de cambio esta dada por
Az _Z= % _ flzo + ha,yo + hb) — f(zo, vn)
h h h

y al tomar el limite cuando h — D obtenemos la tasa de cambio instantanea
de z (con respecto a la distancia) en la direccién de =, la cual se llama

. . f L
derivada direccional de en la direccién de =.
Definicion (derivada direccional)

f:DCcR —R _ P= (zq,y0) €D
Sea una funcibn escalar y sean
w = (a,b) o . o f
un vector unitario, entonces la derivada direccional de en
P = (z0,30) o .
en la direccion del vector @ , esta dada por :

Dz f(P) = D f(zo,un)

f(P+h7) — f(P)
h

flzo +ha,yo + hb) — flzo, wo)
h

= ]jm-h—hﬂ

= ]jmh—hﬂ
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Definicion (derivada direccional)

f:DCR —R _ P = (zo,y0) €D
Sea una funcibn escalar y sean y
o = (a,b) o . o f
un vector unitario, entonces la derivada direccional de en
P = (z0,3) o .
en la direccion del vector =« , esta dada por :

D3 f(P) = D fl(zo,u)

f(P+h7) — f(P)
h

f{zo +ha, yo 4 hb) — f{z0, yo)
h

= limy g

= ]jmh—rﬂ

Observacion: al comparar la definicion de derivada parcial con la de derivada
o @ =(L0) df(P) = f=(P)
direccional (1), podemos notar que si entonces y

. @ =(0,1)D3 f(P) = fuy(P) . _ . .
Si , €s decir, las derivadas parciales son derivadas
direccionales en la direccion de los vectores canonicos.

Ejemplo
flzy) = 4-2* -4 P = (1,1)
Calcule la derivada direccional de en el punto
& = (L L)
AV V2

en la direccion del vector

Solucioén

Usando la definicion (1), tenemos que :
h h

o) s

h—0

Do £(1,1)
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y usando la regla de L'Hépital

E_4(1+V%) %z_v%:_wﬁ

Esto nos dice que la razén de cambio de z en P en la direccion del vector = es

—2/2

, €s decir, que =z en esta direccién esta decreciendo.

“A

derivada direccional en P en la direccion de u

Observacion: la definicion de derivada direccional es valida en general para
_ _ f:DCR* —R
funciones de = variables .

Con propdsitos de calculo, la definicion no es muy util, por lo que en general se
usa la siguiente formula.

Teorema

f:DCR* —R B _ . f

Sea una funcion escalar diferenciable en D, entonces tiene
. . . . ., . o T = {E':E'}

derivada direccional en la direccion de cualquier vector unitario y

DT_{‘I{'E:H} = ?f{z,y} u = .fm[']::y}ﬂ"".fy{'z:y}ﬁ

Observacion: recuerde que la componente de < en la direccion de = es
w T

|

, la cual es la longitud de la proyeccién vectorial de < sobre el vector

94



o (Prnyﬁ'»? = ]
&
unitario . Con lo cual la formula

D?I{I:y} = ?f{z,y] >

nos dice que la derivada direccional es la componente del vector gradien

VF(P) . L
en la direccion del vector = .

te

Ejemplo
. L D= f(z,y)
Calcule la derivada direccional Si
flz,y) = & 3oy + 4°
E _ K
L ) ) D— f(1,2)
y @ es el vector unitario dado por . ¢Cuanto es ?
Solucioén
Fis Fiy
D?.ﬂ:z: 1":] = f::('r: 1!':] cos (E) + .fy('r: y:]!!EIl (E)
3 1
= (3z2—3y1§+(—3z+8y}§
= % (31,-"!3_:.52 - 3\-@1{— 3z 4+ Sy)
De donde
D—£(1,2) _L (— E\E-I—la)
? 1 ]
Ejemplo
Calcule la derivada direccional o flz,y,2) = z=en(yz) en el
D f(z,y,2) direccién

S
vector ¥ = @ 4+25 — k,

Solucioén

: L f
El vector gradiente de la funcion  esta dado por

Vilz,y,z) = (sen(yz), zz cos(yz), zy cos(yz))

95



?f{l,a,[]] = {[], 0, 3]
evaluando en P, tenemos que . Por otro lado un vector
unitario en la direccion de ¥ es:

- 1 — n 2 - 1
= — 1z —_— —_ ——

VB Vel T Ve
Por tanto

f : :
Suponga que tenemos una funcion  de dos o de tres variables y consideramos
: : o f
todas las posibles derivadas direccionales de en un punto Pdado. Esto

: : f : o
proporciona las tasas de cambio de en todas las posibles direcciones. De
modo que podemos plantear la siguiente pregunta : ¢en cual de estas

direciones cambia con mayor velocidad?, y ¢ cual es la maxima razén de
cambio? Las respuestas a estas preguntas las da el siguiente teorema.

Teorema (direccion de maximo cambio)
f:DCR —R
Sea una funcion escalar. El valor mdximo de la derivada

DTff(I:y] |?f{£,y]| . .
es y se presenta cuando 7 tiene la misma
vf{'r:yl,]

direccional

direccién que el vector gradiente

Ejemplo
(IJ oy 'E] . ,
Suponga que la temperatura en un punto en el espacio esta dada por

BD
T(I’y’ z] - 1+ 224 292 +3:2

. . . Iyl = . .
donde T esta medida en grados centigrados y estan en metros. ¢En qué

direccion aumenta mas rapido la temperatura respecto al punto(l1, 1, -2)?
¢, Cual es la maxima tasa de incremento ?

Solucién
El gradiente de T es

vT( = - 160z — 320y - 480z

B T T 2t 3202 T (2 +22 43222 7 T I+ 2242924
P={(1,1,-2)

Evaluando en el punto obtenemos
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VT(1,1,-2) = g(—? +27 +6F)

P=(1,1,-2)
Por tanto, respecto a o , la temperatura se incrementa con mayor
rapidez en la direccion del vector gradiente

T = 142546k

La tasa maxima de incremento es la longitud del vector gradiente

5+/41

B

—
g

|VT(1,1,-2)| =

oo | o

—*
— T

+2 +ﬁ?‘ =

y . : o —|Vf{z,y)|
Observacion: el valor minimo de la derivada direccional es y

. o . Vi(z.y)
ocurre cuando = tiene la direccion opuesta al gradiente :

Ejemplo
Considere la placa rectangular que se muestra en la figura siguiente. La

(IJ T:":]
temperatura en un punto de la placa esta dada por
T{J:,y] =B+ oz + yz

Determine la direccion en la que se debe mover un insecto que esta en el

(4,2)
punto ’ , para que se enfrie lo mas rapido posible.
Solucién

. . 4,2)
Para que el insecto se enfrie mas rapidamente, respecto al punto , debe
seguir una direccion opuesta al gradiente, es decir
VT{z,y) = (—4z, -2y) = —VT(4,2) = (-16,—4)
7 = —167 —47

O sea debe ir en la direccion del vector
Ejemplo

. . . (0,0) e
Considere el ejemplo anterior, observe que es el punto mas frio de la
placa. Encuentre la trayectoria que el insecto (que busca el frio) debe seguir

(4,2)

hacia el origen, partiendo del punto

Solucioén
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7 = (=(),y(8) = 27T +y()7
Si es la ecuacion vectorial de la trayectoria
entonces

—V iz, y) = («'(1),¥(t))

de donde obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales
dx

n = iz
dy
5 = -~

y las condiciones iniciales

z(0) = 4
w(0) = 2

El sistema de ecuaciones diferenciales (3) se resuelve facilmente integrando,
pues cada ecuacion diferencial es en variables separadas.

]Jﬂ{z] = —dt4g
Infy) = -2+

y usando las condiciones iniciales (4) tenemos que

Inf{z) = —4t—In(4)
m(y) = -2 - In(2)
simplificando

]:n{z] = _at
]:n{%] = -2t

despejando obtenemos que la trayectoria que debe seguir el insecto es

v =z

¥

mejor trayectoria
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Ejemplo
La altura de una montafa, en metros sobre el nivel del mar, esta dada por

2 2
z=12000- — - L
4 2
=20v/10 y = 206
Si un alpinista comienza su ascenso al nivel del mar en y

. . Yy , .
¢,Cudl es la trayectoria en el plano  que corresponde a la ruta mas empinada
de ascenso a la montafia?

Solucioén

Sabemos que en cada punto de la montafia, la direccién de ascenso con mayor
pendiente esta dada por el gradiente

= (5

Esto significa que este vector es tangente a la proyecciéon de la trayectoria de
—% —%
zy L O OF I |
ascenso en el plano , es decir, si es dicha trayectoria,
entonces

De donde obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales

2 _ =z
dt 2
dy _

a - Y

Para resolverlo podemos observar que

dy 2y

dz =

cuya solucion es

In(y) = In(z)+c
y = cx?

z(0) = 20v10 , w(0) =20v/5

Y usando las condiciones iniciales , la trayectoria
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gue debe seguir es

)

¥~ oo”®

En la siguiente figura se muestra la curva de nivel =z=0 Yy la trayectoria

g = Yo
200

v

A
sol
40 ey
20

-
20 40 &0 20

Figura 4: mejor trayectoria

Ejemplo
] ] . _ft:.i:,y,z:]=.rz+yz+z—4
¢, Cual es la razén de cambio de a lo largo de la curva

(t) = gms(a}? + @ + %sen{ﬁ‘]) T+ @ - ggen(a}) 7

A =—
4 .
en el punto que corresponde a (cuando decimos a lo largo de la curva,
queremos dar a entender en la direccion del vector tangente a la curva.)
Solucion

Primero, el punto en la curva es
?(W) 3 = 34 \-@_; 3"&'{_—3:}

1) =

R AR AR

Un vector tangente a la curva esta dado por

ity sen(d) = + 3 cos(B) 7 — 3 cos(f) k

y por tanto un vector unitario tangente es

7(9) = —sen(f) cos(f) - cos(f)

7 7 %
T o8] it @) | it e )
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o

g =

Evaluando en

*(3)-

derivada direccional en P en la direccién de u

f
Por otro lado, el gradiente de  es
?’f{z,y, z:] = {23:: 2y, l]

Evaluando en P

3 3+ 2
Vi(P) = (E’T’ l)
Y asi la derivada direccional es
3 _3-'_\“@ 1] l’fg E l’@ =D
\rﬁ’ ﬁ ] 3 1 3 1 3 -

Divergencia.

Sea F una funcién vectorial de las variables X, y, z. La divergencia de F se define
como:

0
V -F(x,y,2) = divF(x,y,z) = e ©5, O1%

ox oy oz

siendo Fy, Fy, F; las componentes de F. La divergencia de F es una funcion
escalar (tal como se espera en un producto punto). Para tener una idea de lo que
significa la divergencia de F, consideremos que F es un campo de velocidad de
un fluido y tomemos un pequefo elemento de volumen v = [Ck[J[k, como se
ilustra en la figura 1. La derivada parcial de F, respecto de X, de acuerdo a la
definicion (ec. 2), es una diferencia entre lo que sale en x + [Jx y lo que entra por
la cara en x; las otras dos componentes Fy y F, no contribuyen en nada a esta
diferencia entre estas caras del elemento de volumen. Analogamente, la derivada
parcial de Fy respecto de y, indica una diferencia entre entrada y salida por las
caraseny,yeny+ [ly;yla derivada parcial de F respecto a z entre las caras en
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z,yenz+ [z. Entonces la divergencia delcampo de velocidad es una medida de
como cambia F al volumen por unidad de tiempo y volumen (expansion y
contraccién). Es decir que la divergencia de un campo vectorial F es una medida
relativa de lo que entra y sale en un elemento de volumen.

F. (x+Ax,y,2)i

Componente Fy de F en las caras en x y x+ [ x, delelemento de volumen.

Rotacional.

Figura 2. Componentes Fyy F, de Fenlascarasenzy z+ [ ]z, y las caras
enyyy+[ly delelemento de volumen, respectivamente.
Laplaciano e Identidades Vectoriales.

El operador diferencial puede ser utilizado en mas de una ocasion sobre una
funcion de varias variables. Una de estas formas corresponde a la divergencia del
gradiente de la funcién conocida como el laplaciano de la funcién escalar f,

div(grad f) =V - (Vf) = v?f;
o de un campo vectorial F, aplicado a cada una de sus componentes,
V-(VF)=Vv?F;

siendo el operador laplaciano en coordenadas cartesianas
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2 2 2
v2=0 40 L0
aXZ ayZ 822
Existe un conjunto de identidades de uso frecuente en el calculo diferencial
vectorial como las mostradas en la tabla I.

1) V(f+g)=Vf+Vg

2) V(cf) = cVvf

3) V(fg) = fVvg + gVf

4)V-F+G)=V-F+V-G

5 Vx(F+G)=VxF+VxG

6) V(F-G) = (F-V)G+(G-V)F +Fx(VxG)+Gx(VxF)
7) V-(fF)=fV-F+F.Vf

8) V.-(FxG)=G:-(VxF)-F:-(VxG)

9) V-(VxF)=0

10) V x (fF) = fV x F + (Vf) x F

11) Vx(FxG)=FV-G-GV -F+ (G -V)F-(F-V)G
12)V x(V xF) = V(V -F) - V*F

13)V x (Vf) =0

14) V2(fg) = fV2g + gV ?f + 2Vf - Vg

15)H- (FxG)=G:-(HxF)=F-(GxH)

16)F x (G xH) = (F-H)G - (F-G)H

Tabla I. Identidades vectoriales, siendo f y g campos escalares y, F, G y H
campos vectoriales.

En particular, la identidad 1.9 indica que si G es un campo vectorial para el que
V-G=0,
entonces existe un campo vectorial F tal que G=VxF.

El campo vectorial G es llamado solenoidal.

De igual manera, la identidad 1.13 sefiala que si F es un campo vectorial para el
que

VxF=0,

entonces existe un campo escalar f, tal que

F=vf.

El campo vectorial F es llamado rotacional.
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4.11 Aplicaciones geomeétricas y fisicas de los operadores vectoriales.

CAMPOS ESCALARES

Dado un sistema cartesiano ortogonal, los puntos del espacio 0 de una region
del mismo quedan determinados conociendo el valor de sus coordenadas X, Y,
z.

Una funcién o(x,y,z) cuyo dominio sea la region considerada, se llama una
FUNCION DE PUNTO ESCALAR pues asigna a cada punto del DOMINIO un
ESCALAR que esta representado por el valor que toma la funcion ¢ en el
mismo.

A modo de ejemplo, supongamos que la funcién ¢ (x,y,z) = 3x2 + 2xy +yz2 esté
definida en todo el espacio y analicemos que ocurre con ¢ en un punto
determinado P(1,2,1): ¢(1,2,1)=3.12+21.2+212
=9 que representa el escalar de ese punto.

Esta funcion o(x,y,z) define un campo escalar dado que asigna o hace
corresponder a cada punto un escalar.

Dada una FUNCION ESCALAR o(x,y,z) se llama GRADIENTE de la misma al
VECTOR o SEUDOVECTOR cuyas componentes son las derivadas parciales

Px, Py, Qz.

El gradiente se simboliza con la notacion : grad ¢ 0 Vo .. grad ¢ = Vo = ¢y .i +
Gy-jtoz. K

PROPIEDADES DEL GRADIENTE
Sea F = ¢ = y una funcion escalar de dos funciones escalares ¢, y luego

grad F=VF=V(pty)=F.i+F.j+F .k

(pxtw)i +(pytyy) j+(pzty ) kK=ox. it yx. i+ @y . jtyy. j+0,. kty;. K

=(px ity j+toz. K (yx.y+yy.j+y. k)=grad ¢ grad y = Vg £ Vy
luego: V(e + y) = Vo + Vy
Otra propiedad que es facilmente demostrable V(e .wy)=¢.Vy +y. Vo

PROPIEDADES GEOMETRICAS

El incremento de la funcion o¢(x,y,z) al pasar del punto P(x,y,z) al punto P + dP
de coordenadas x+dx;y+dy;z+dzes: dp=ox.dx+¢@y.dy+¢,.dz
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Considerando a dP como el vector desplazamiento de componentes dx, dy, dz
se puede expresar a dp como Ve .dP osea:do = (¢x.i+oy.]+¢,.K). (dx.
i+dy.j+dz.k)

Si analizamos todos los desplazamientos posibles en cualquier direccién a
partir de P y todos ellos de la misma longitud, o sea, con el mismo médulo | dP
|, el producto escalar serd maximo cuando las direcciones coincidan. De esto
surge una importante propiedad geométrica del gradiente:

TEOREMA:

La direccién del vector gradiente de una funcion ¢ es aquella segun la cual esta
funcion varia méas rdpidamente.

El médulo del gradiente se puede obtener de:

d

| dol=IVol.ldPI. cos 0= | vol.|dp| - v(p:%
O sea el moédulo del gradiente es igual al cociente entre el moédulo de la
variacion de ¢ en la direccion de maxima variacion y el moédulo del
desplazamiento mismo, cuando ambos tienden a cero.

SUPERFICIES DE NIVEL

Se llaman superficies de nivel de una funcidon o¢(x,y,z) a las superficies de
ecuacion ¢o(x,y,z) = constante (En el caso de dos dimensiones
tendremos curvas de nivel).

Consideremos un desplazamiento cualquiera dP de componentes dx , dy , dz
sobre una superficie de nivel:

Como ¢(x,y,z) = constante eldp =0 osea dp=¢yx.dx+¢y.dy+¢,.dz=0
~Vo.dP=0

pero el producto escalar es nulo si los vectores son perpendiculares o sea que
el GRADIENTE de ¢ es normal a cualquier desplazamiento sobre una
superficie de nivel; De esta propiedad enunciamos el siguiente Teorema: “El
vector gradiente es, en cada punto normal a la superficie de nivel que pasa por
el punto”.

LINEAS DE GRADIENTE

Se llaman LINEAS DE GRADIENTE de un campo escalar ¢ a las que en cada
punto tienen la tangente en la direccion del gradiente de ¢. Esto significa que la
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direccién del gradiente coincide en cada punto con la del desplazamiento sobre

dx dy dz
la curva o sea = =
P Py @

CAMPOS VECTORIALES

Si se define un vector A por sus componentes a; en una cierta region del
espacio o en su totalidad; y si dichas componentes a; = f(X,y,z) son funciones
de las coordenadas X, y, z es evidente que a cada punto de la regidn
considerada le correspondera un vector cuyas componentes seran funciones
de las coordenadas del punto.

El conjunto de los mismos determinan un CAMPO VECTORIAL.

Dado un campo de vectores A = ai(x,y,z) i + ax(X,y,z) | + as(x,y,z) k , a las
lineas que en cada punto son tangentes al vector del campo que pasa por el,
se las llama LINEAS DE CAMPO.

Considerando un desplazamiento en la direccion de las lineas de campo o sea
su vector tangente A; y si el desplazamiento tiene por componentes dx, dy, dz,

. . . , . dx dy dz
las ecuaciones diferenciales de las lineas de campo seran: @ 4. a
1 2 3

DIVERGENCIA DE UN VECTOR

Se llama divergencia de un vector A = a;(x,y,2) | + ax(x,y,2) | + as(X,y,z) k, cuyas
componentes a; son funciones de (x,y,z), al escalar dado por la suma de las
derivadas de a; respecto de x mas a, respecto de y mas az respecto de z o
sea: divA=a +ay + as

De esta definicion se deduce:

div(A£B)=divAtdivB Iluego div(A£B)=(aixby)x+ (@ £thy)y+ (as*
b3)z

div (A * B) = aixt by + Aoy =+ bzy + asz; + ba, = div (A * B) = (alx + ayy + asz) + (blx
+ by + bz,) = div A+ divB

div(p.A)=Ve.A+¢.divA donde ¢=o¢(Xy,z) A=ai(Xy,2)i+ axx\y,z)]
+ as(x,y,z) k

div (9.A) = (¢ . a)x + (¢ . @)y + (¢ . @3), =div (¢.A) = (px. a1 + ¢ . @) + (¢y . a2 +
Q.ay)t(p;.az3+@.as)=div(@A) =(px.a1+toy.a2+o;.a3)+(p.ax+o.
Ayt ¢.az) .. div(p.A)=Vo.A+¢.divVA
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INTERPRETACION FISICA DE LA DIVERGENCIA

Suponemos un fluido en movimiento y sea A=a;(X,y,2)i +ax(X,y,2)j +as(X,y,z)k el
vector velocidad del mismo en cada punto.

Es decir que A representa un CAMPO DE VELOCIDADES, -cuyas
componentes a; son funciones derivables de x, y, z .

Consideramos un punto P(x,y,z) y un paralelepipedo elemental que a partir de
P tiene las aristas paralelas a los versores fundamentales i, j, k y de longitudes
AX , Ay , Az respectivamente.

La cantidad de fluido que entrara al paralelepipedo por la cara normal al versor
i (plano yz) por unidad de tiempo serd: ai(x,y,z).Ay.Az (componente de la
velocidad por el area de la seccion de entrada) y la cantidad que saldra por la
seccidn opuesta sera: a; (X+AX; y; z).Ay.Az

Si AX — 0 la diferencia entre estas dos cantidades sera:
a; (X+AX; y; 2).Ay.Az - a3 (X,Y,2).Ay.AZ = aix (X,Y,2).AX.Ay.Az

De igual manera las diferencias analogas para las otras caras seran:
azy(X,y,2).AX.AY.AZ ; az,(X,y,z).AX.Ay.AZ .

O sea que la cantidad de fluido que por unidad de tiempo queda en el
paralelepipedo elemental es: a(Xy,z).AX.Ay.Az + ay(X,y,z).AX.Ay.Az +
azz(X,Y,2).AX.Ay.Az = divA.AX.Ay. Az

De aqui resulta que “La divergencia del vector A en el punto P es el cociente
entre la cantidad de fluido que se crea por unidad de tiempo en el volumen
elemental correspondiente al punto P y este volumen, cuando el mismo tiende
a reducirse al punto P.”

Si la divergencia de A tiene signo negativo en vez de crearse fluido en P se ha
consumido. En el primer caso se dice que en P hay una FUENTE y en el
segundo un DESAGUE o SUMIDERO.

EL ROTOR

Se llama ROTOR o ROTACIONAL de un vector A de componentes a; , a; , as
funciones de x, y, z al vector de componentes (asy - a,); (a1 - asx); (A2x - a1y) O
sea:

rot A = (a3y - aZZ) i+ (alz - a3x)j + (aZX - aly) kK
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i J k

Fot A — o o o _ daz oa, = da; Oas j+ da, oJa; K
oxX oy oz oy oz oz OX OX oy
a; a, ag

los productos simbdlicos ¢ a; ; d as . son las derivadas parciales respectivas

oxX oy

De la definicion se deduce: rot (A+B)=rot AxrotB
rot(ep.A)=¢.rotA-A-Ve siendo ¢ = o(X,Y,2)

i ] k
rOt(P.A: i i i — 6([)3.3 _a(PaZ I+[aq)a1 _GKaB‘:lj_'_ %_% k
ox oy oz oy oz oz OX OX oy

Pa, ¢a, oa

¢.ay)k =

= o[(asy-az;)i+(a1; -asx)j*+(axx -aw)kl+[(ey.as -@z.az2 )i+(e; . a1 -ex.az )ji+(ex.az -
oy.a1)K]=

i j Kk
¢ .rotA= a; ap, as = ¢.rotA -A~-Vo
Ox Oy O

LINEAS DE ROTOR O TORBELLINO

Dado un CAMPO VECTORIAL A, el conjunto de los rot A forma otro campo
vectorial llamado CAMPO DE ROTORES, las lineas de los campos de rotores
se llaman LINEAS DE ROTORES O TORBELLINO.

Sus ecuaciones se obtienen sustituyendo las componentes del vector en las
lineas de campo por las componentes del rotor dx = dy - _ dz

(azy - az;) (az-asx) (aox - auy)

EL OPERADOR NABLA
Si consideramos los simbolos 0 ; & ; _0_ como las componentes de un

ox oy 0z
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vector simbdlico, el mismo se representa por V (Nabla) es decir:
V=ii+£j+ik
ox oy oz

Este operador puede combinarse con otros vectores mediante operaciones
conocidas:  Aplicando el operador Nabla a un escalar ¢ se tiene:

v(p:[a 0,9 }p:@_w 29 00

—i+—]j+—Kk
OX oy oz

Vo = i + j + k =
ox By P ¢ = Ox Py ]t Oz

Multiplicando escalarmente V por un vector A de componentes a;, a,, as
funciones de x, y, z:

da, O0Oa, Oa :
Li—24 3 -3) +a, +a, =divA
ox oy oz

VA=

Si multiplicamos vectorialmente V por A obtenemos:

i j k
vaAaz| S O 0| %R 23 i+[8a1_61<a3}j+ Rz % |y _rotA
ox oy oz oy 0z 0z OX OX oy

a, ap, asg

EL LAPLACIANO

Se llama LAPLACIANO de una funcién escalar ¢(x,y,z) a la funcidn escalar
dada por la divergencia de su gradiente. Se representa por A 6 V2 o sea:

Ao =V2p=div.grad ¢ =div. Vo = V. Vo = V2 AQ = V20 = Oy + Qyy + 0z

Las funciones que satisfacen A¢ = 0 se denominan FUNCIONES
ARMONICAS.

De la definicion de LAPLACIANO se deduce: A(p + y) = Ap + Ay

AMoty)=V.V(p.y)=V.(p.Vy+y.Ve)==V(p.Vy)+V(y.Vo)=

=Vo.Vy+0.V.Vy+Vy.Vo+y.V.Vo=0p.Ay+y.Ap+2 Ve . Vy
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EL LAPLACIANO DE UN VECTOR

Se llama LAPLACIANO DE UN VECTOR, al nuevo vector definido por el
Gradiente de su Divergencia menos el Rotor de su rotor. SeaA=a;i+ayj+
ask a=aixyz) »i=13

AA=grad.divA-rot.rot A=V(V.A) -V (VrA)=V2A

grad.div A=grad (aixtazytasz)=(aix + azy + azz)x | +(aux + azy + azz)y ] H(aix + agy +
a32)2k

~ograd.div A = (agxx + Aoyx + @3zx) |+ (Quxy T A2y + A3zy) | + (A1xz + A2yz + A322) K

|

i ] k
rot A — o o o _ caz oa, i ca; oOag j+ ca, 0oa,
ox oy oz oy oz oz Ox Ox oy
a,; ap ag
_ _ " .
! J
rotrotA = < 9o 9o =
OX oy oz
doag oa, oaq oag oa, oa,
| L oy oz oz OX OX oy ||

= (32xy - alyy -yt a3xz) I+ (a3yz - Aozz - Axxx t alyx) J + (alzx - azxx - a3yy + aZyz) k

DERIVACION DE VECTORES DERIVADAS DIRECCIONALES

Sea V = V(x,y,z) un versor funcidon de punto, es decir un vector de modulo
unitario, cuyas componentes v; ; Vv, ; vz sean funciones de x ; y ; z.

Consideremos un punto P(x,y,z) y el punto obtenido por un desplazamiento As
en la direccion de V el cual sera P + AP; resulta luego AP = V. As La funcién
¢o(x,y,z) al pasar del punto P al P + AP se habra incrementado en :Ap = ¢(P +
AP) - ¢(P)

Si consideramos el limite del cociente de este incremento sobre As cuando este
altimo tiende a cero es precisamente la derivada direccional de ¢ segun la
direcciéon de V.

Dado que el limite A¢p — do y que este diferencial es:
As por lo tanto:

do =V .dP =Ve .V.
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. Ap . Vop.V.As
Iim —= lim_ —————
AS—>0 As AS—0 AS

i ﬂ = d_(p = V([Z)V
As—0 As  dV

= VoV 0 sea

siendo de una notacion simbolica que indica la derivada de ¢ en la direccion
V.

dv

Vamos a introducir ahora una notacién que nos permitird calcular la derivada
direccional de un vector. Consideremos al vector A=a; .i+a,.j+asz.Kk
donde los aj(x,y,z) i =1 a3 yelversor V=v; .i+vVv,.j+vg.K
Representaremos por (V.V)A al vector cuyas componentes son

Vl.aai , Vz.aai VA %, para i =1..3 Sj indicamos por A, al vector cuyas
OX oy oz

componentes son las derivadas parciales aix , ax , asx Yy con analogo

significado utilizamos los vectores Ay , A, podemos escribir (V.V)A = vi A

+ Vo Ay + v3 A, Con esta notacion establecemos la siguiente definicion: Se
llama derivada direccional del vector A = A(X,y,z) segun la direccion del versor

V, al vector: S—C:(V.V)A La interpretacion de esta derivada direccional es la

misma que para el caso de una funcidn escalar. La diferencia entre los valores
de A en P(x,y,z) y el punto desplazado en As segun la direccion de V o sea en
elpuntoP + AP =P +V.Ases: AA=A(P +V. As) - A(P)

El cociente entre esta diferencia y As cuando As—0 tiende precisamente a la
derivada direccional. En efecto: AA=A(X+VLAS;y+Va2AS; Z+ V3AS) -
A(x,Y,2)

AA:AX.VlAS+Ay.V2AS+AZ.V3AS+§1V1A5+§2V2AS+§3V3AS

. AA .
Iim —— = Axvi+ Ay.vz+ Azvs = (V.V)A Podemos considerar

AS—0 As

o 0 0 .
V.V:VI.&Jer@JrVSE siendo los vi las componentes del vector V que son

directamente los cosenos directores

DERIVADA TOTAL Y PARCIAL DE UN ESCALAR O UN VECTOR
RESPECTO AL TIEMPO
Supongamos una funcién de punto que dependa también del tiempoto sea ¢

= o(X,y,z,t). Si ademas X, y, z también son funciones de t y si llamamos V al
vector velocidad en donde:
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\V z?j_)t(i +Z_3t’_j+3_i,k =xi+yj+zkIndicando los puntos las derivadas respecto

de tse tiene:
do _0d¢ dx o¢ dy  J¢ dz ¢ dt

= . . . —= X + Y+ Z+ =, +V.V
dt  ox dt .y dt oz dt | ot dt Py YT P22 T Pt = (e ¢

Si en vez de un escalar se tiene un vector A = A(x,y,z,t) que también depende
del tiempo t tendremos para la derivada respecto de t:

dA OA oA
— = 4+ (VV)A=—+V,A, +V,A, +V;A
dt ot ( ) ot 17 x 2y 3z

Estas expresiones son las que ligan la DERIVADA TOTAL respecto de t de un
escalar o un vector con la DERIVA PARCIAL respectiva.
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Integrales multiples

5.1 Integrales iteradas.

Introduccion.

En el primer curso de Fundamentos se plante6 el problema de hallar el area

comprendida entre la grafica de una funcion positiva y = f(x) , el eje OX y las
rectas x = a, x = b. Dicha area se representaba como:

1P f () da

Vimos que este problema estaba relacionado con el calculo de una primitiva de
f(x). EI Teorema de Barrow nos asegura que si F(x) es tal que FO(x) = f(x)
entonces, el area es igual a:

A= J; f(z)dx = F(b) — F(a)

Nuestro problema es el calculo del volumen de un prisma de base rectangular
=[a, b] x [c, d] y limitado superiormente por la grafica de una funcion z =f(x,y)
positiva. A este volumen lo denotaremos por:

[ Jr f(x,y)dxdy
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Difiere del problema anterior en que no se resuelve encontrando una primitiva
de (X, y) (no tiene sentido), sino por el calculo de volimenes por secciones.

El volumen vendra dado por la suma infinita de las areas de las secciones que
se obtienen al cortar el cuerpo por planos paralelos al plano XZ, o también
sumando las areas de las infinitas secciones que se obtienen al cortar el
cuerpo por planos paralelos al plano Y Z.

// fl, y)dedy = /j Aly)dy = Lb A(x)dx

donde A(y) = fff(:v, y)dz, Alz) = fff(:r,y)dy considerando en cada caso la z o la y
fija.

Ast Vo= [0 fla,y)da)dy = £ (S f (o, y)dy)da

El problema se convierte en el célculo de una integral reiterada que ya
sabemos resolver.

5.2 Definicion de integral doble: Areas y Volimenes.

Definicién de integral doble:

n—1m—1

rz‘m Z Z f Cij A:I’._\y

=0 j5=0
Sea

lim S,
Si existe "™ y no depende de la eleccion de los valores cij,

entonces se dice que f es integrable sobre R y al valor de dicho limite se le
llama integral doble de f(x,y) sobre R.

n—1m—1
/[ flz,y)dzdy = lim > ) f(c;)AzAy
\ \ R T, T— —|:::| j |::|

Si f(x, y) es una funcion positiva, la integral representa el volumen del prisma
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rectangular de base R y limitado superiormente por la gréfica de f. Si f(x, y) es

negativo, representa un volumen negativo.

Integral doble sobre regiones mas generales.

Vamos a definir la integral doble de funciones sobre los siguientes tipos de

regiones:

Regiones del tipo I D = {(z,y) € IR* Ja<z<b filr)<y< folx)}

Regiones del tipo IT D = {(z,y)

Y

-

& (x) g5(x)

\

X

ER*/e<y<d, gi(y) <z < gy)}

i

Regiones del tipo Il Son las que se pueden expresar indistintamente como
regiones de tipo | o de tipo II.

Y

v =)

v

¥ = galx)

Definiciéon: Sea D un region de tipo I, Il 6 lll. Sea z= f(x,y) una funcién continua.

Consideremos una region de tipo I. Entonces:
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I fp £l y)dady = [0 ( [25) e y)dy)da

Analogamente, en una region de tipo Il, se tiene:

S Jp flayydady = [ [0 f . y)da)dy

Para las regiones del tipo lll, se puede calcular la integral doble de f(x, y)
indistintamente como una region del tipo | "o Il. A veces la integral se complica
y hay que elegir la forma adecuada.

Consecuencia: Si D es una regién acotada de IR?, entonces el volumen del
prisma de base D y altura 1 es:

[ [p dxdy = [la funcién a integrar esf(x,y) = 1] = A(D)

Ejercicio Resuelve la integral doble

// exp(y?)dydz
J Jp

donde D= {(z,y) cIR*/0<a <1, z<y<l}.
Solucion:

f (_/: exp(y”)dy)de = f ([:, exp(y?)dx)dy = %(e —1)
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Integral triple

En el caso de las integrales triples se siguen los mismos pasos que en las
integrales dobles. Sea el paralelepipedo R = [a, b] x [c, d] x [e, f]. Sea f(X, y, 2)
una funcién continua sobre R.

n—1m—1p—1
Definimos Spmp = > > > flein) AzAyAz
donde 71 — 7= b—a = AP i — = d-c = A i — = f —° = Az

Cor = @E Y2 2) con @ € [tn it Y € Uil 2 € [oas 5]

Definicién:
lim  S,mp

Si f es una funcién acotada vy, existe el TP —300 y no depende de

la eleccion de los cijk, entonces se dice que f es mtegrable y al valor de este
limite se le llama integral triple sobre R, y se representa:

-/./.[qf(xv'yvﬁ')d:rdydz

Consecuencia: Si f(x, y, z) = 1, entonces

I g f(y, 2)dedyd> =

Representa el volumen.

Integrales triples sobre regiones mas generales.

Se repite el mismo proceso que en las integrales dobles. Se consideran los
siguientes tipos de regiones:

Tipo I: a < x < b, f1(x) <y <f2(x), g1(X, y) < z < g2(%, y) (paralelepipedo con
paredes frontal y posterior rectas).

I fyy, 2)dadydz = 2 (JE25) ([R5 fla,y, 2)dz)dy)da
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Las regiones del tipo Il son aquellas en las que ¢ <y < d, (paralelepipedos con
paredes izquierda y derecha planas).

Las regiones del tipo Il son aquellas en las que e < z < f, (paralelepipedos con
fondo y tapa planas).

Sus integrales triples se resuelven de manera anéaloga.
Las regiones del tipo IV son aquellas que se pueden expresar indistintamente
como regiones de los tipos I, 11 o 11l

Consecuencia: Si f(x, y, z) = 1 y W es una regién acotada de IR?, entonces:

[ [ f dodydz = vol(W)
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